


К. БЕРЖ

ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ИГР

НЕСКОЛЬКИХ ЛИЦ

Перевод с французского
И. В. СОЛОВЬЕВА

Под редакцией
8. Ф. КОЛЧИНА

и
ГОСУДАРСТВЕННОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛИТЕРАТУРЫ
МОСКВА 1961



С BERGE

Mattre бв Rerbercbe»

•о Centre Natiotral d* le RecJ*sn?b« 8e»eo*»flqcty

TIIEORIE GENERALE

DES JEUX A n PERSONNES

MEMORIAL DES SCIENCES MATHEMATIQUES

Directeur : H. VILLAT

FASCICULE CXXXVIII

PARIS

CAUTHIER-VILLARS, EDITEUR-IMPRIMEUR^LIRRAIRE
Qua^, des Grands-Augubtins, b5

1957



ОГЛАВЛЕНИЕ

Предисловие редактора перевода 5

Введение _�.* 7

Глава I. Игры с полной информацией 9

§ 1. Основные положения алгебры множеств ...... 9

§ 2. Общее определение игры с полной информацией . . 12

§ 3. Стратегия и равновесие 16

§ 4. Отображения, обратные к данному 17

§ 5. Гарантированные позиции и выигрыши игрока . . . 19

§ 6. Циклы игры
*

<. . . 25

§ 7. Теорема Цермело
— фон Неймана 26

§ 8. Игры Ним 32

Глава II. Топологические игры 38

§ 9. Полунепрерывные отображения 38
§ 10. Общее определение топологических игр (с полной

информацией) 44
§ 11. Пространство 2j стратегий игрока (1) для локально

конечной игры 48

§ 12. Исследование пространства Sj в случае, если *игра
не является локально конечной 52

Глава* III. Игры с неполной информацией 53

§ 13. Общее определение 53

§ 14. Основные виды информационных схем 56

§ 15. Смешанные стратегии ^59

§ 16. Упорядоченные игры и упорядоченная форма игры 63

§ 17. Циклы 65

§ 18. Разложение информационной схемы 69

§ 19. Стратегии поведения ,.,,.. 71

§ 20. Сравнительное исследование смешанных стратегий
и стратегий поведения 73

§ 21. Составные стратегии 75

Глава IV. Нормальные выпуклые игры 76

§ 22. Общее определение 76
§ 23. Существование точек равновесия для

квазивогнутых игр 78

1*



4 ОГЛАВЛЕНИЕ

§ 24. Другие теоремы о существовании точки равновесия 82

§ 25. Основное приложение: как играть в нормальную
игру 86

Глава V. Коалиции 90

§ 26. Общие определения 90

§ 27. Различные экстремальные точки пространства X . . 95

§ 28. Характеристические функции v (Р) 99
§ 29. Характеристическая мера т(Р) 101
§ 30. Эквивалентные игры 103

§ 31. Функция Шепли Ф (v) 107

§ 32. Теория фон Неймана — Моргенштерна 113

Литература 119

Предметный указатель 122



ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА ПЕРЕВОДА

В книге подробно излагается общая теория игр нескольких

лиц. Без доказательства приводится лишь малая часть теорем,

которые по своему содержанию отступают от основной линии

изложения. Главы I, II и III посвящены играм нескольких

лиц в развернутой форме. Особенностью излагаемой теории
является введение отношений предпочтения для игроков на

всем множестве проходимых позиций игры, что часто

позволяет получить для бесконечных игр результаты, аналогичные

результатам для игр ограниченной длительности с конечным

числом альтернатив. В главе IV изучаются топологические

игры в нормальной форме. Основное внимание уделено

обобщениям важнейшей теоремы теории игр
— теоремы фон

Неймана о минимаксе. В главе V излагается теория коалиций
в играх нескольких лиц. Автор впервые в общей форме дает

строгое и достаточно полное изложение современного состояния

этих разделов теории.

Хотя для понимания книги предварительных знаний по

теории игр не требуется и без объяснений употребляются
лишь элементарные сведения из алгебры, теории множеств

и топологии, книга рассчитана на читателя, обладающего

высокой математической культурой.

В. Ф. Колчан



ВВЕДЕНИЕ

Если оставить в стороне предварительные работы Цер-
мело [45] и Бореля [8], то общая теория игр была создана

довольно недавно; первое систематическое исследование,

принадлежащее Дж. фон Нейману и О. Моргенштерну,
относится к 1944 г. После появления этого фундаментального
труда [27] выводы теории все время усовершенствовались и

обобщались.
Цель настоящей работы — в общей форме изложить

некоторые недавние теоретические результаты. Всюду, где это

возможно, мы стремились избавиться от следующих основных

ограничений:
а) в любой момент партии у игрока имеется конечное

число альтернатив;

б) длительность партии конечна и ограничена заранее

заданным числом ходов;

в) от одной позиции игры к другой можно переходить

только по единственному, строго определенному пути.

Ж. Виль [42] первый изучал игры, не удовлетворяющие
п. а), и нашел, что большинство положений для «конечных»

игр без труда можно распространить с помощью

непрерывности на «бесконечные» игры. Отметим, однако, что теоретики
бесконечных игр предполагают большей частью, что

множество, в котором игрок производит свой выбор, может быть

перенумеровано (гипотеза счетности); это ограничение,

очевидно, излишне при теоретико-множественном определении.

Известны игры, в которых множество альтернатив имеет

мощность выше мощности континуума.

Устранение гипотезы б) с самого начала привело к

странным явлениям; в частности, именно при таком предположении
Гейл и Стюарт [13] обнаружили, что основная теорема

Цермело—фон Неймана может не выполняться. Для того чтобы
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избежать таких аномалий, мы определим цель игрока
посредством отношений предпочтения на всех проходимых им

позициях. Это позволит нам, в частности, получить аналогичные

результаты для игр ограниченной длительности и для игр

неограниченной длительности.
'

Устраняя гипотезу в), мы прежде всего имели в виду

применить к теории игр некоторые изящные выводы алгебры
многозначных отображений [2]. Классическая теория,

приводящая всякую игру к упорядоченной форме, является в этом

отношении менее гибкой, и в том случае, когда в конечный

платеж не входят все проходимые позиции, она вводит в

данные, определяющие «позицию», элементы, посторонние для

самой задачи. Наконец, другое преимущество неупорядоченной
формы состоит в том, что в нее естественно входят понятия

динамического программирования (см. R. Bellman, Proc. Nat.
Acad. Sci. USA 38 (1952), стр. 716), машин (см. J. Riguet,
С. r. Acad. sci. 242 (1956), стр. 435), заданий (missions,
см. M. Verhulst, Naval. Research Logistic Quarterly 3 i 1956),
стр. 45) (как игр с одним лицом).

Так как игру на абстрактном пространстве X можно

рассматривать как «структуру», определенную совокупностью
правил и предпочтений, мы, естественно, изучаем в главах II

и IV случаи, когда X есть топологическое пространство.

Интуитивное понятие «смежной» позиции имеется во многих

известных играх, как например, игры преследования. Если,
кроме того, правила и предпочтения непрерывны, можно

говорить о «топологической игре» с таким же основанием,

как, например, о «топологических группах». Возможности

этой новой аналогии еще недостаточно исследованы.

В главе V мы будем анализировать алгебраическую
структуру коалиций. Экономист найдет здесь лишь некоторые

общие методы, а не конкретные задачи, которые его

интересуют. Относительно частных методов, например для игр

трех лиц, мы рекомендуем обратиться к [27].
Мы старались требовать от читателя лишь элементарных

сведений из алгебры и теории множеств и иногда кратко

напоминаем некоторые основные положения; в главах II и IV

мы предполагаем в виде исключения, что читателю известны

понятия топологии, впрочем очень простые. Каждую главу
можно читать отдельно.



ГЛАВА I

ИГРЫ С ПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ

§ 1. Основные положения алгебры множеств. Пусть X
и Y— два множества; многозначное отображение (или просто

отображение) X в Y есть закон Г, который ставит в

соответствие всякому элементу х множества X подмножество Га:
множества К, вполне определенное и зависящее только от х.

Говорят, что Г есть отображение, определенное в X, если

для любого х в X множество Га: содержит по меньшей мере

один элемент; иначе говоря, если через О обозначить пустое
множество (не содержащее ни одного элемента), то -

{а:|Га:=0} = 0.

Если Га: содержит- один и только один элемент (для всякого х

в X), говорят, что Г есть однозначное отображение. Если А

есть подмножество множества Ху образом Л называется

множество

ГЛ= U Га:.
х 6 А

Если ТХ= Y, говорят, что Г есть отображение X на Y.

Если Г, и Г2 — два отображения X в Ху то Tt U Г2,
Гг П Г2, ТгТ2У I, 0 обозначают отображения X в X,
определенные следующими равенствами:

(Т1()1\)х= Г1хиГ,х,
(r,nr2)*=i>ni>,
(ад *=г.ц»,

1х= х,

0х=О.

Если Г есть отображение X в X, пара (Г, X) по

определению составляет граф; граф изображается на чертеже



10 ИГРЫ С ПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ [гл. I

"множеством точек (которые полагают находящимися во взаимно

однозначном соответствии с X); далее, если у £ Гл;, точку х

соединяют с точкой у прямолинейным отрезком, направленным
от х к у. Если у £ Га:, то говорят также, что точка у
связана с точкой х бинарным отношением (Г). (Для изучения
графов см. [48].)

Множество / и отображение, ставящее в соответствие

всякому / в / подмножество Л{ в X, составляют по

определению семейство множеств в X; семейство множеств

обозначается 3(= (/4,-)/^/), причем / называется множеством

индексов семейства 91.

Набор {А, Ву С, ...} различных множеств можно всегда

рассматривать как семейство множеств: за индекс /

множества А принимается само множество А; в этом случае

говорят, что имеется правильное семейство множеств. В

правильном семействе все множества А{ различны; наоборот,
в произвольном семействе (А{ | / G /) могут найтись два равных
множества А- и Aj при /=^=/

Семейство множеств 9t= (Л£. \i£I) есть разбиение
множества X, если:

1) А^Х, А{фО (для всякого /|;
2) если 1ф], то Ai()A/=0;

'3) U At = X.
i е I

81 есть структура (по отношению к операциям (J и П ),
если для любого множества Jal

i).U л-esi;

2)1 пЧея.
i $ J

В частности, упорядоченное семейство, образованное всеми

подмножествами множества X, есть структура, обозначаемая

$Р (X); ее называют также полной структурой множества X.

Бхли через А', обозначить дополнение к Ah то дополнением

к Щ называют семейство

я' = и;|/€/).
Семейство 31 = (А{ \ i g I) называют дополненным, если из

отношения

А; £ 9( следует A'. = Aj £ ЭД.

ф (X) есть, очевидно, семейство множеств, дополненное в X.
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Рассмотрим конечное семейство 31-(.4^ Л2, ..., Ап);
его называют также п-набором множеств. Произведением
(топологическим) множеств А{ называется множество п-набо-

ров элементов а==(а1,а2, ...,#„), при at£Av а2£А2, ...

п

это множество обозначается JJ Af, проекция на А, есть
i = i

п

однозначное отображение произведения XI Л* в ^/> которое
i=i

ставит в соответствие элементу а= (ах, #2, ..., ап) элемент

^у = проек а.

А/
Топологической суммой множеств А{ называется

множество, образованное парами вида (/, а()у при а{ G А(; это мно-

п

жество обозначается 2 А*- Мы будем также обозначать -

i = i

через Aj (для сокращения) множество

п

{х \х е 2 ф, х= (у, ву), о, € Лу}.
I = 1 ^

П

2 Л; есть, таким образом, множество, для которого семей-
i = i

ство $[— (А1У Л2, ..., Ап) является разбиением.
Бинарное отношение Ш, определенное в множестве X,

называется отношением квазиупорядоченности, если оно:

1) рефлексивно: xffix;
2) транзитивно: из отношений xdty и уШг следует xdtz;
3) полно: если лг, ^у G А', то либо хШу, либо ^З^д:.
Это отношение обозначают знаком ^, а симметричное

отношение знаком ^. Таким образом, по определению

х^У равносильно у^х.
Если х^у, то говорят, что х предпочтительнее у; если

л; ^5^ и не может быть л;^^» т0 говорят, что х строго

предпочтительнее у и пишут х^>у; если х^у и jc^j?,
то говорят, что х эквивалентно у и пишут х=у.

Легко проверить, что отношение = есть эквивалентность

в обычном*' смысле, т. е. что оно

1) рефлексивно: х= х;

2) симметрично: если х=у, то у = х;

3) транзитивно: если a;=j/, y^z, то x = z.
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§ 2. Общее определение игры с полной информацией.
Рассмотрим разбиение (Xv Х2, .

.., Хп) абстрактного
множества X и п индивидуумов, называемых игроками, которых
мы будем обозначать цифрами (1), (2), ..., (п); положим

/V={1,2, ...,#} и будем различать две категории
игроков— активных, составляющих множество Л/4", и пассивных,

составляющих множество N~.

Тогда мы скажем, что для этих игроков дана игра на

указанном разбиении, если имеется: 1) многозначное

отображение Г множества X самого в себя, называемое правилом

игры; 2) п отношений квазиупорядоченности 9^,9^, ...,9t„
i

на X; отношение Щ£-, обычно обозначаемое ^, есть

отношение предпочтения игрока (/).
Элементы множества X называются позициями игры. Если

позиция х принадлежит Xiy мы говорим, что ход (право
сделать выбор) в позиции х принадлежит игроку (/).

Партия проводится, исходя из начальной позиции х0,

следующим образом: если Х1Э^0, игрок (1), имеющий ход,

выбирает позицию игры хх в множестве Гл:0. Если Х-^х1У
игрок (/) должен в свою очередь вибрать позицию х2 в

множестве Txv и т. д. Если какой-либо игрок выберет позицию

х, такую, что Гл;=0, партия прекращается.
* Положим ^Y0 = {л: | Гл: = О} и, в случае необходимости

изменяя Г, будем считать ТХ{ П Х(= О.

Отношение 9tf чаще всего определяется при помощи

числовой ограниченной функции /,- (л;) следующим образом:

х^у равносильно fi (х) ^f( (у).

Тогда говорят, что fi есть функция предпочтения для

игрока (/); если для каждого игрока имеется функция
предпочтения, игра по определению есть игра, с платежом'),
обозначаемая

(Г,л где /=(л,/2,...,/;).
Точно так же, если ft есть характеристическая функция

') Можно легко проверить, что не всякая игра приводит к игре
с платежом. Пусть X есть множество точек (#, у) плоскости и

положим, что (х, у) > (л/, у), если х > х' или если х~х', у > у'; таким

образом, определено отношение квазиупорядоченно^ти, которое
может изображать предпочтение игрока. Предположим, что суще-
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множества К(, мы говорим, что К{ есть предпочтительное
'множество для игрока (/), и мы имеем по определению мато-

i

вую игру (Г, /Q, где K=(KV К2, ..., Кп). Когда х^уу
мы говорим, что позиция х предпочтительнее для (/), чем у.

Цели игрока (/) различны для i£N+ и для i£N~.
I. Если i£N+, игрок (i) стремится получить хотя бы

раз в течение партии возможно более предпочтительную

позицию в смысле отношения ^.

В игре с платежом рассматривается множество S позиций,

появляющихся в течение партии, и выигрышем игрока (i)
называется число /гЬ (S)= sup f((x). Цель игрока (/) — ПОЛу-

tf € S

чить как можно больший выигрыш. Таким образом, выигрыш

игрока (/) можно связать с денежной суммой, которую
получает (/) в конце партии; если /гЬ (S) отрицательно, это

означает, что (/) должен заплатить |/+(S)|.
II. Если i£N~y игрок (i) стремится к тому, чтобы

никогда не получать менее предпочтительных позиций

в смысле отношения %.
В игре с платежом выигрыш игрока (I) будет при этом

определяться числом /7(S)= inf /{(х).
х 6 S

Цель игрока (/) — получить возможно больший численный

выигрыш.

Пример 1. Шахматы. Рассмотрим шахматную игру,
в которой каждый игрок имеет только одну цель — дать мат

своему противнику. Пусть /яа — позиция на шахматной доске М

ствует функция предпочтения / (х, у\ соответствующая этому
отношению ^, и рассмотрим два числа ух и у2У причем y1^yt.

Всякому числу х можно поставить в соответствие замкнутый
интервал

'*=[/(*, Л), /(*,.у«)];
если х' отлично от х, интервал 1Х, не пересекается с 1Х, так как,

если, например jc>x', получаем

/(*,У/)>/(*\>/) (/=1,¾ /=1,2).

Семейство */х — счетное, потому что можно последовательно

перенумеровать интервалы с рациональными концами; следовательно,

существует взаимно однозначное соответствие между числами х, которые
нельзя перенумеровать, и интервалами вида 1Х> которые можно

перенумеровать, т. е. мы получили противоречие.
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фигуры (а); с каждой диаграммой (/яа|а) мы свяжем целое

число i из множества N={1, 2} и возьмем /=1, если ход

белых, и /= 2, если ход черных. Позиция игры будет
определена элементом я= (/иа | а) X ' пространства произведений

В этом случае получается матовая игра, в которой два

игрока являются активными, а Кх и К2 представляют два

вполне определенных подмножества множеств Хх и Х2\ кроме

того, К^К.аХ^ КгПКг= 0.

Пример 2. Игра преследования. В метрическом

пространстве М («море») две подвижные точки т1 и м2
(«преследующие корабли») пытаются достигнуть подвижной точки т9
(«преследуемый корабль»). Эта ситуация есть предел игры

с платежом, в которой три игрока (1), (2), (3), управляющие
соответственно кораблями т1У т^ тг, ходят поочередно,

например через каждую секунду. С каждой диаграммой тх,
/ю2, тг связывается целое число из множества N={1, 2$ 3}, ..

которое принимается равным /, когда ход принадлежит

игроку (/). Позицию игры можно определить элементом

х=(т1, mv miy i) пространства прои#едений МХ^Х^Х^.
Правило Г определяется следующим образом. Пусть

Вп(т)— шар с центром в т, радиус которого vt равен

наибольшему расстоянию, которое (/) мож#т пройти в одну

секунду. Если мгфтг и т2фтг, положим:

T(mt,mvmv 1) = BVi (тх) ХЬ.Х^.Х 2,
Г (/я,, mt, mt> 2) =mlX BV2 (m2) X m% X 3,
Г (mt, m2, m8, 3) = ml X m2 X BVs (m3) X 1 ■

Если ml = mi или m2 = mv положим

T(mxi m2, mv /) = 0.

Определим теперь функции предпочтения сроков.

Поскольку цель игрока (1) — захватить игрока (3), положим

для (1)€ЛГ

/l(ml,m2,mt,i) = 0, если тгфтх, тгфт2\
/1(т1У т2У тЗУ /) = 1, если mt= m2 или тг= гпх.
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Поскольку единственная цель' беглеца — не быть

пойманным, положим для (3) G N~

/,(/^, m2, т8, /) = 0, если ms = ml или тг = т2,

/9{т1У т2У ms, /)=1, если тгфтх и тг=£т2.

Предположим, наконец, что игрок (2), не будучи в

состоянии догнать беглеца, стремится как можно больше

приблизиться к кораблю (3). Если d(m2,m3) есть расстояние

от т2 до ть, мы положим для (2) £ N+

/2 (т„ т2, тг, i) =— d (т2У mt).

Заметим, что в определенной таким .образом игре всегда

(3) ^ М~ и иначе быть не может; мы имеем матовую игру
для игроков (1) и (3) и игру с платежом для игрока (2).
Кроме того, игра является поочередной, т. е.

ТХьсХ%, т2ах„ ТХшаХх.

Пример 3. Упорядоченная игра с м ходами. Игра
называется упорядоченной, если Тх П Гу = О при х=^=у. Если,

кроме того, ее продолжительность ограничена числом гпу то

пару (X, Г) можно изобразить нисходящим деревом (рис. 1),
каждая ветрь которого имеет самое большее m вершим,

кроме самой" верхней вершины xQ; на множестве Z конечных

вершин задаются функции \(z), \(z)y ..., ln(z).
Исхбдя из х0, игрок (1) выбирает вершину х1У спустившись

по одной ветви, потом игрок (г), указанный вершиной хг,
выбирает в свою очередь таким же способом вершину х2У и т. д.
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Рассматривая каждую вершину х как особую позицию

и полагая а( = inf \ (z), получаем игру с платежами при
z 6 z

/i(x) = al (x*Z),

fi(x) = \(x) (x£Z).

Заметим, что эта игра, как и шахматы, монотонна, т. е.

для

имеем

i

у^х (/=1, 2, .
.., п).

§ 3. Стратегия и равновесие. В пространстве X

оператор области D(czX) есть однозначное отображение области
D в X. Если дана игра (Г, 9¾) на (А^, Х„ ..., Хп), то

стратегией игрока (1) называется любой оператор at
области Хх—Х0, такой, что

а.хеТх (х£Хг—Х,).

По определению игрок (У)4применяет стратегию at, если он

решает заранее выбирать в любой позиции х множества

Хх — Х0 позицию х' = огх; для игрока (/} применять

некоторую стратегию
— это значит установить заранее свой

метод игры. Пространство стратегий игрока (1) мы будем
обозначать 2Г Рассмотрим теперь /z-набор а = (а1У a2, ..., a„),
образованный стратегиями разных игроков; если x^Xi — Х0,
мы положим

ах— <з(х.

Таким образом, а есть оператор, определенный в области

X— XQ. Пусть Р= {/j, /„ .
.., ik) — подмножество множества

#—{1,2, ...,л},
пусть

обозначает &-набор, соответствующий подмножеству Р, а 2р
обозначает множество ^-наборов <зр. Мы пишем также
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Если начальная позиция х0 задана раз навсегда и если

каждый игрок (/) применяет стратегию а,-, /z-набор а =

= (а1Э а2, .
.., а„) полностью определяет партию, а множество

пройденных позиций обозначается

(0 = (0^ а2, ..., а„>.
f

Для всех /2-наборов а с помощью отношения

квазиупорядоченности легко установить отношение предпочтения для
i

игрока (/), которое мы опять обозначим ^. Предположим для

определенности, что i£N+\ для двух /z-наборов а и т пола-

гаем а ^г т (а для (i) предпочтительнее т), если для любого

i

z£X, z^x (*£<<?»
имеет место

z^y (у€<*>).
i

Непосредственно видно, что отношение ^ есть отношение

квазиупорядоченности.
В игре с платежами полагаем точно так же

/Да) = sup {/, (х) | х £ <<?>}, если / £ N+,

ft (а) = inf {/, (л:) | л: 6 <а>}, если i € AT.

i

В этом случае отношение а ^ т равносильно отношению

По определению /z-набор а есть точка равновесия, если

(*,-> °*-/)<° <'€м те2).

Другими словами, это значит, что игрок (/) ничего не

выиграет, если только он один изменит свою стратегию.

§ 4. Отображения, обратные к данному. Если X и У—

два множества, если Г— отображение множества X в У и

если В—непустое множество в К, полагаем

Т+В={х\$хс:В; Тх^=0\,
Т-В={х\ГхаВ=£0}.
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Если В=0, полагаем

Г+(0)=.Г"(0) = 0.

Г+ и Г- суть два отображения, определенные в структуре

$(К) подмножеств множества У и называемые соответственно

верхнее и нижнее отображения, обратные Г; всегда имеет

место Т+ВаТ~В.
В отличие от верхнего отображения Г+, введенного прежде

всего для целей теории игр, нижнее отображение Г" есть

отображение множества У в X (это есть обратное
отображение в обычном понимании теории отображений).

В следующих предложениях мы принимаем, что Г есть

отображение, определенное на X, т. е. {х\ Тх= 0} = О.

Предложение 1. Пусть АаХ, ВаУ. Имеем

Г+ГЛзЛ, Г-ТЛзА

ГГ+ЯсД ТТ-В^В(]ТХУ
(Т+ВУ == Т-В\ (Т'В)' = T+ff,
Г+ (В, U B2)z^T+Bl и Г+Я2, Г" (В1 и В%) = т~вх и г я2.

Справедливость этих соотношений очевидна.

Предложение 2. Множества Р в У такие, что

Г+Р=Г~Р, называются чистыми; они образуют структуру
с дополнениями 9$ на У.

В самом деле, если Р ¢^3, имеем* Р £ ^}, так как

Г+Р' = (Г" Л)' = (Г+Р)' = г-р\

С другой стороны, если {Р,-1/£/}сф, имеем

г-(ия1.)= ur-pf= иг+я,сг+(ия,)-

Поскольку обратное включение также имеет место, (J Pf £ 4$.
Имеем также П^с^Р, так как

(ПЯ,)'= UPicgJ.

Предложение 3. Множества S в X** такие, что

Y~TS= S называются I"-устойчивыми; они образуют
структуру с дополнениями © на X.

В самом деле, ySfCZ©, так как

f-r(US/)= (jrrs^ US/.



§ 5] ГАРАНТИРОВАННЫЕ ПОЗИЦИИ И ВЫИГРЫШИ ИГРОКА 19

Кроме того,, S'cz©, а следовательно, nStc@, так как

(ns/)#=us;c@.
Предложение 4. Множества FaX такие, что

T+TF= F, называются Y-замкнутыми; Г+Г есть

топологическое -замыкани,е.

В самом деле, соответствие, которое сопоставляет

множеству А множество Г+ГЛ, является

1) экстенсивным: Г+ГЛзЛ;
2) монотонным (сохраняющим порядок): если AzdB, то

Г+ГЛзГ+Щ
3) идемпотентным: Г+Г(Г+ГЛ) = Г+ГЛ.
Следствие. Если {F( | / £ /} есть семейство Т-замкну-

тых множеств, то их пересечение F= f]Fl есть Т-зам-

кнутое множество.

В самом деле, на основании монотонности

T+TFczT+TFi = Fl,

откуда
T+TFd f]Fi = F.

Поскольку отношение Г+Г экстенсивно, можно таюйе

написать обратное включение, и, следовательно,

T+TF= F.

Заметим, кроме того, что Г+ГЛ есть Г-замкнутое
множество и что оно является пересечением всех Г-замкнутых
множеств, содержащих А.

§ 5. Гарантированные позиции и выигрыши игрока.

Допустим теперь, что (1)£Л/+; мы говорим, что в начальной

позиции л;0 игрок (1) строго гарантирует позицию у> если

для заданного им целого т он может получить позицию игры,
более предпочтительную, чем позиция у, раньше т-ro хода

независимо от действий других игроков. Иначе говоря,

игрок (1) может задать себе предельное время, чтобы привес-
1

ти позицию игры в верхнюю область Л^ = {х\х^у).
Множестве* начальных позиций х, в которых игрок (1) может

строго гарантировать у, обозначается О .

В том случае, если игрок (1) в состоянии получить.пози-*
цию, более предпочтительную, чем позиция у, но не может
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задать предельное время, мы говорим, что он гарантирует

позицию у\ множество начальных позиций х, в которых игрок (1)
может гарантировать у, будет обозначаться Gy.

Для игры с платежами мы говорим, что игрок (1)
гарантирует выигрыш у, если он может привести позицию игры

в область Дт = {x\fx (х) ^ у} независимо от действий других

игроков; множество начальных позиций jc, в которых игрок (1)
может гарантировать у» будем обозначать Оу. Положим

Ч1(х) = *ир{ч\0,5х}.
В позиции игры х игрок (1) может гарантировать сколь

угодно близкий к cpj (а:) выигрыш, меньший, чем cpt (л;), и не

может гарантировать выигрышей, превосходящих cpt (л;). На

этом основании cpt (л:) называется наилучшим выигрышем

игрока (1) и срг есть его функция наилучшего выигрыша.
Таким же образом определяется функция строго

наилучшего выигрыша игрока (1) ср,. Очевидно, если

продолжительность игры ограничена, эти две функции совпадают.

Замечание. Необходимо отметить, что при изучении

стратегий начальная позиция xQ считается заданной раз

навсегда. Напротив, в последующем изложении исследуется игра

при всей совокупности возможных позиций х0. Таким образом,
одна точка зрения является «локальной», а другая «глобальной».

Теорема 1 [2]. В игре п лиц множество Gy позиций^
в которых игрок (1) может строго гарантировать у,
определяется после приведения по модулю (1) формулой

Ъу = Ни (1 и Т+В+ U Г5_)яДу.

Приведение игры по модулю (1) определяется следующим

образом: если игроки (2), (3), .. .
, (п) вступают в коалицию

и играют как одно лицо, то начальную игру можно заменить

игрой двух лиц (-{-) и (—), где множества Х+ =XV Х_ = |J Х^
Положим

В+А= А(]Х+1 В_А = А(]Х_.

Преобразование Г приведенной игры определяется как

Г*= Г* (*€*+),
Тх= В+Тх1)В+Т(В_Гх)()В+Т(В_Г)2хи...(х€Х-).
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Предположим теперь, что игра приведена по модулю (1),
что не меняет множество Gy\ игроки (1) и (—) играют

попеременно. Обозначим через G (т) множество позиций, в

которых игроку (1) можно достигнуть позицию в верхней области
1

Д = {х\х^у} самое большее в м ходов. Легко убедиться
в справедливости соотношений:

B+Gy(m) = T-B_Gy(m-\)l)B+Gy(m-\),
B_Gy(m) = T+B+Gy(m—\)l)B_Gy(m—l).

Складывая почленно, получим

Gy(m) = (\uT+B+uT-B_)Gv(m^ 1).
Таким образом, получается соотношение

Gy(m)= (\ U Т+В+ U Г-5.ГДу;

Gy есть множество элементов, принадлежащих множеству
G (т) по крайней мере для одного значения целого числа/»;

следовательно, по определению верхнего предела

последовательности множеств

о = Шг7(1иГ+л+иГ-5.гд

Теорема 2. В игре п лиц, приведенной по модулю (1),
множество Gy позиций, в которых игрок (\) может
гарантировать у, определяется формулой

о,=5ир(1иг+я+иг-/оаД,,

где а обозначает любое порядковое трансфинитное число.

Полагаем, как принято в теории трансфинитных чисел,

0,(0) = д„,
Gy(m+ l) = 0Ur+5+ur-S_)Gy(m),
Оу(») =Оу,
0„ (ю -j-1) = (1 U Т+В+ U Г-В_) Оу (<о)

Если для порядкового трансфинитного числа а начальная

позиция принадлежит множеству О (я), то мы говорим, что

позиция у гарантирована при порядке а. Если, например,
игрок (1) гарантирует у при порядке 2о), то это значит, что
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существует число т такое, что если игрок (1) играет разумно,
он сможет вычислить раньше т-го хода число т такое, что

он получит позицию более предпочтительную, чем у, самое

большее за т' ходов. Gy есть объединение множеств вида

Gy(a), когда а пробегает множество порядковых чисел, и мы

получаем формулу теоремы.
Следствие. Имеем

Gy= (\[]T+B+uT-B_)Gr
В самом деле, достаточно показать, что из условия

x£T+B+Gy \jY~B_Gy следует x£Gy.
Если x^T+B^G• имеем

Tx£Gyf)X+.
По теореме произвольного выбора существует порядковое

трансфинитное число а такое, что

TxaGy(a) (]Х+,
откуда

Если x£T~B_Gyy то при помощи аналогичного

рассуждения мы пришли бы к тому же выводу; итак, формула
доказана.

Теорема 3 (обобщенная теорема Цермело). В игре
с платежами (Г, /, g) с двумя игроками имеют место

следующие равносильные предложения:

A) Для некоторого числа у и любого малого

положительного е существует стратегия o°lf позволяющая игроку

(1) гарантировать у— е> и стратегия <з°2, позволяющая

игроку (2) добиться того, что выигрыш игрока (1) не будет
превосходить у4~8-

Б) Для любого положительного числа е для игроков

(1) и (2) существуют две стратегии о\ и а°2 такие, что

f{ov с!) —e</(a?, о!) </(*!, a2) + e(a€2).

B) Величины

V=sup inf/(a1, a2) и W= inf sup/(at, a2)

равны.
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Докажем, например, предложение А. Зададим

положительное е. Пусть х0 — начальная позиция, и положим

1 = sup{\\Ok^x0}.
Поскольку л:0^0т_6, существует стратегия, позволяющая

игроку (1) получить позицию в области Д ={л;|/(л;) ^у—e}j
таким образом, остается показать, что игрок (2) может

добиться того, что позиции игры никогда не будут
принадлежать области Ду+в.

Предположим для определенности, что х0 £ Хх\ имеем

v4+s=(iur+^ur-^)oT+6.
Отсюда

Если Гл;0 = О, предложение доказано; если Гл;0 ф О, то

Гл:0ПОг+8 = О; позиция xv выбранная игроком (4), будет,
следовательно, такой, что

^«Чн-е= (1иГ+51иГ-В2)От+„
откуда

хх&*вха^ х^+ъ.
Если Тхх = О, теорема доказана; если Тхг ф О, ft)

Тх1фО^+г. Игрок (2) может, если пожелает, выбрать
позицию х2, не принадлежащую множеству G .

, и мы получаем,
как и раньше, условие: х2 £ G^+e. Таким образом, у игрока (2)
имеется стратегия, позволяющая исключить позицию игры на

бесконечное время из AT+j5.
Доказательство равносильности

предложений (А), (Б), (В).
1. Из (А) вытекает (Б). Пусть е — положительное число;

согласно предложению (А) существует стратегия а0 такая,

что

Т+т >/(<»..<$ («»,€2,).

В частности,
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откуда

/(а:,^;Ху+у=1-у+б</Й а2)+е,

/(а?, аЙ>у—^ = T+T-e^/(alf а0,)-8,

и мы получаем предложение (Б).
2. Из (Б) вытекает (В). Согласно (Б) имеем

sup/la,, oI)</(o!f tfj)+ef

inf/tf, at)^/(al, а\) — г,

откуда

W^f(a°u a°) + e<inf/(a?, a2) + 2e<K+2e.

С другой стороны, если F(x, у)—функция двух переменных,
то известно и можно, впрочем, немедленно доказать, что

sup inf F (а:, у) ^ inf sup F (л;, у).
х у ух

В частности, имеем, следовательно, V^W. Отсюда

0< W— V<2e.

.Поскольку е может быть сколь угодно малым, получаем V= W.

3. И з (В) вытекает (А). В самом деле, положим

у
= V== W и зададим положительное число е. Игрок (1) имеет

стратегию aj, такую, что

inf/(a°n a2) ^= sup inf /(a,, a2) — e = y — 8.

<J2 a, a2

Точно так же игрок (2) имеет стратегию aj, такую, что

sup/(alf a°2)<infsup/(a1, a2)+e = Y + e>

и мы получаем предложение (А).
Пример. Применим эту теорему, например, к шахматной

игре, где

/(x) = -f-l, если мат черным,

/(#) = —1, если мат белым,

/(л:) = 0, если получилась ничья.
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Для у= ср(д:0) имеются только три возможных значения:

Y = -|-l: у белых имеется способ наверняка выиграть;

у = —1: у черных имеется способ наверняка выиграть;

Y = 0: и у белых, и у черных имеется способ гарантировать
ничью.

Мы не знаем, к какому случаю нужно отнести шахматы,

но следует полагать, что случай у
— —1 исключен.

Замечание. Рассмотрим ситуацию, в которой игроки
(1) и (2) играли бы неопределенно долго следующим образом:

Игрок (1) выбирает число #(1), равное 0 или 1, потом

игрок (2) выбирает таким же образом число а (2); затем игрок

(1) выбирает таким же образом число а(3) и т. д. В каждый

момент т полученную позицию можно изобразить точкой

отрезка [0,1], а именно:

У__ИЦ-U£i?L4-^L4- i
.

*(м)
x

2
' 22 ' 28 '

' ' '
' 2m

'

2-набору (jj, a2) будет соответствовать рациональное или

иррациональное число х(а1, а2) единичного отрезка. Возьмем

в качестве /(at, a2) характеристическую функцию некоторого
подмножества Кх этого отрезка.

Гейл и Стюарт [13] показали, что, вообще говоря, у игрока

(1) нет стратегии, гарантирующей, что позиция х(а1У а2) будет
в /С,, а у игрока (2) нет стратегии, препятствующей
попаданию x(g1, a2) в Кх\ поэтому .теорема 3 представляется

неверной. В действительности здесь имеет место явный парадокс,

так как функция /(ах, а2) в данном случае не имеет форму

/(ор a1) = sup{f(x)\x€«jv a2>}.

§ 6. Циклы игры. Множество СаХ, по определению, есть

цикл, если YCaC; если позиция игры в данный момент

находится в цикле, то она останется в нем в течение всей партии.

Структурой циклов называется семейство 25 всех циклов.

Это действительно структура, так как если (Q | X) —
семейство циклов, то

UQgJD, ПСХ6Ф.

Если Acz X, множество fA = A (J ТА (J Г2Л U ... называется

циклом, порожденным множеством Д а отображение t
есть транзитивное замыкание отображения Г.
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Предложение 1. Если С— цикл, то ГС также цикл%
так как Г(ГС)с:ГС.

Предложение 2. Если С—цикл, то его Т-замыка-
ние С = Т+ТС есть не меньший и Т-замкнутый цикл.

В самом деле, имеем

ГС* = (ГГ+) ГСс ГСсСс С*.

Следовательно, все множество X, которое не может быть

увеличено Г-замыканием, есть Г-замкнутый цикл; пересечение

Г-замкнутых циклов есть Г-замкнутый цикл (§ 4,
предложение 4).

Замечания. Предыдущие предложения можно обобщить,
заменив понятие цикла более общим понятием. Множество С

пространства X есть, по определению, псевдоцикл для

множества Р игроков, если в позиции игры, принадлежащей

множеству С, игроки множества Р могут гарантировать, что

позиция игры останется в С в течение всей партии.

Рассмотрим для простоты игру двух лиц; если С есть

псевдоцикл для игрока (1) и если х£С{\Хх, то имеет место

по крайней мере одно из двух соотношений:

Г*= 0,

Тх()С=£0.

Если х£С()Х2, имеет место по крайней мере одно из

двух соотношений:

Гл: = 0,

ГхсС, Гл^О.

Иначе говоря, С есть псевдоцикл для игрока (1) тогда и

только тогда, когда

сп^сГ-си^0,
сп*2с=г+си*0.

Очевидно, объединение псевдоциклов есть также псевдоцикл;

этого нельзя сказать об их пересечении.

§ 7. Теорема Цермело—фон Неймана. Если х есть какая-

либо позиция, мы обозначим через /{(х; а) выигрыш игрока

(/) в партии с начальной позицией а:, в которой игроки
применяют /г-набор a=z(ava2, ..., ап); а называется точкой
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равновесия по отношению к позиции х, если

А (*; °*-f ъ) <Л (*;°) с € м т 6 2).

Если эти неравенства справедливы для любой позиции а:,

а называется точкой абсолютного равновесия или просто

точкой равновесия.
Если в игре с платежами (Г, /t, Д, ...,/„) множества

{/i (•*) | * €-Я} конечны Для всякого /, то игра называется

игрой с простыми платежами. Имеем:

Теорема Ц ер мело — фон Неймана1). Если в игре

с простыми платежами не существует партий,
длительность которых превышает данное число т, то игра имеет

точку абсолютного равновесия.
Рассмотрим циклы:

С0={х\Гх=О},
СХ=(1[)Т+)С0,
Ct=(\UT+)Cv

cm=(\ui+)cm_[.
Имеем C0dCxd . . .dCm и X=Cm.

Оператор, полученный из /z-набора а, когда область его

определения ограничена Ck, обозначим ak.
Мы хотим построить точку равновесия а в цикле Ст= Х.

Определим условно а0 соотношением

а°х= х (х£С0).

Определив а*, мы определяем ak+l следующим образом:

1) если x£Ck, полагаем

ak+*x = okx;

2) если xtCk, возьмем / такое, ч>о Х{ Э х; выберем
позицию y = ak+lx в Тх так, чтобы было

А(у;а*)=ы*А(*:Л
z егх

Очевидно, а0 есть точка равновесия в С0. Покажем теперь,

г) Эту теорему для игр п лиц доказал Кун [19]. Приведенное
здесь предложение является более общим, чем предложение Куна,
который рассматривал упорядоченную игру с простыми платежами.
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что если Qk есть точка равновесия в Ck, то ak+1 есть точка

равновесия в Ск+1, т. е. что можно написать

/,. (х; о%±\, ^+1) ^/,. (х; o*+I) (/ £ N, х € Ck+l, х £ 2). (А)

Очевидно, соотношение (А) выполняется, если х

принадлежит Ck\ поэтому рассмотрим х, находящееся в Ck+l — Ck,
и рассмотрим произвольную стратегию т.

Если Х{ Э х, положим для простоты

af+1х =ох= а(х =у,

т/т х = та: == т-a: = z.

Имеем

/, (*; влг-i. 'К/, («; о) </,- Су; а).

Отсюда легко выводится соотношение (А), ибо

1) если /, (*) < /,. (*; aN_ t, т,), i £ Л/+,

имеем

// (*; вдг./, *,)=/,- (2; oN_h «с,.) </, (у; а) </,- (х; а);

2) если /; (*) ^ /,. (г; aN_ „ т.), / £ Л/+,

имеем

/,• (ж; ^.,-, -с,-) =/,• (х) <Л (ж; о);

3) если /H*)>/iCy;o), *€ЛГ,

имеем

/«•(*;алг-<> Ti) </«• to °n-h т/) <ЛСу; а) =/«• (*;а);

4) если/,.(*)</,. (.у; а), *€ЛГ,

имеем

Если ЛуЗа:, /=^/, можно написать такие же неравенства;

следовательно, соотношение (А) всегда выполняется.

Следствие. В игре с платежами, не содержащей
партий, длительность которых превосходит данное

число т, для всякого е Q> 0) существует точка ^-равновесия,

т. е. п-набор а такой, что

А (*; **-/.т/) </« (*;а) + е V € /V; * € *; * € 2).
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В самом деле, можно заменить игру (Г, /1? Д, ...,/„)
игрой (Г, /i,/2, ...,/«) с простыми платежами такой, что

Так как для второй игры существует точка равновесия, то

для первой игры существует точка е-равновесия.

Замечание. Из вышеизложенной теоремы можно

вывести теорему 3 (§ 5) в частном случае, когда длительность

игры ограничена. В самом деле, рассмотрим игру с платежами

(Г,/j,/2), в которой игрок (1) активен, а игрок (2) пассивен,

и, кроме того,

fx(x)=f(x),

При фиксированной начальной позиции х для 2-набора %

выигрыши двух игроков будут соответственно

Если (jj, а2) означает точку е-равновесия игры, имеем-,

следовательно,

Ж, *,)</(*„ а2) + з (xgZ),
—/K.SX—/(Ор о2)+е (т€ 2).

Отсюда заключаем

и мы получили предложение (Б) теоремы 3 (§ 5).
Распространение теоремы Цермело — фон

Неймана на некоторые неограниченные игры.
Если игра определена глобально, т. е. если не задана заранее
начальная позиция х0, то можно различать несколько

замечательных классов бесконечных игр.

Игра называется Т-конечноа, если множество Гл: конечно

для любого х; игра Т~-конечна, если множество Г~* конечно

для любого х\ игра Г+-конечна, если для любого конечного

множества А множество Т+А конечно.

Мы называем последовательность (конечную или

бесконечную) xv хг, ... элементов множества X последовательностью

игры, если х(+1£Тх{ для всякого* индекса /. Если

последовательность игры имеет m -\- 1 элементов, то говорят, что ее
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длительность равна т. Если конечная последовательность

Х\1 *2> хт такова, что х1 = хтУ то она называется

циклической последовательностью игры.

Наконец, если Х0 есть множество конечных позиций, мы

положим, как принято в теории порядковых трансфинитных
чисел,

(1иГТ*0= Игл (iur+r*0,

(iurtr+i^0^our)[(iur+r^0].

Если дано порядковое трансфинитное число я и если

A-c(lur+)«Jf„
X£{l\}T+)9Xt (р<а),

то говорят, что игра имеет порядковое число а. Не всякая

игра имеет порядковое число; чтобы убедиться в этом,

достаточно рассмотреть игру, определенную

графом рис. 2.

Если х £ Тх, эти две точки

соединяем направленным отрезком хх .

Очевидно, игра не имеет порядкового числа,

потому что

0 и П *.=*..
Если длины последовательностей

игры, начинающихся с позиции ху

конечны, игра называется локально конечной
в х\ если они ограничены в совокупности, игра называется
локально ограниченной в х. Игра, локально ограниченная

в каждой из своих точек, называется локально ограниченной;
'•игра, локально конечная в каждой из своих точек, называется

локально конечной. Игра называется ограниченной числом т,

если она не имеет последовательностей^ длина которых

превышает т, и называется конечной, если множество X

конечно. Наконец, если игра с правилом Г" имеет свойство (L),
то мы говорим, что игра с правилом Г имеет свойство (L)
регрессивно.

Пример 1. Игра может быть локально конечной и не

быть регрессивно локально конечной, как игра, изображенная
на рис. 3.

Рис. 2.
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Эта игра не является регрессивно локально ограниченной
ни в одной из своих точек (за исключением х0); ее

порядковое число равно (О-j- 1.
.......

Кроме того, в х0 иг- /Т . . • • лб
ра локально конечна, \ / / / /
но не локально ограни- УЧ 1Z^^J7^^*^ »

*s

чена. J /^^^?^-~^~~
Пример 2. В ка- ^^^^

честве примера можно
°

рассмотреть шахматы. Рис. 3.

Это — конечная игра,

так как множество диаграмм конечно; она, в частности,

Г-конечна, Г"-конечна и Г+-конечна.
Шахматная игра могла бы не быть локально конечной,

если бы не условшщ&ь прекращать игру в следующих случаях:

1) в течение 50 последовательных ходов ни одна пешка

не была продвинута и ни одна фигура не была взята;

2) в последовательности (л;,-(/=1,2, ...) позиций игры,
имевших место в течение партии, не имеется

последовательности вида

\xi + i> xi + 2> • •
•» xi + q) \xi + q + ii xi + q + 2i • •

•» Xi + 2q) Xi + 2q +1»

где

Xi + \ ==Xi + q+i
=== Xi + 2q + V

■*7 + 2 Xi + q + 2>

Ф

Слегка изменив правила и сохранив закон (2), можно было

бы получить шахматную игру, не являющуюся локально

конечной (Морз, Гедленд).
Теорема 1 (Кениг). Игра, локально конечная в х и

Т-конечная, является также локально ограниченной в х.

Действительно, если бы игра не была локально ограничена

в х, то существовала бы точка х1 в Гл: такая, что игра не

была бы локально ограниченной в х1 (так как в противном

случае игра была бы локально ограничена в х, поскольку Га:

конечно). В Тхх нашлась бы также точка х2У обладающая
этим свойством, и т. д. Поскольку последовательность игры

jc, xlt х2, ... бесконечна, это противоречит условию, что игра

локально конечна в х.

Теорема 2. Игра имеет^порядковое число тогда а

только тогдау когда она локально конечна.
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Покажем прежде всего, что если игра имеет порядковое

число, то она не имеет бесконечных последовательностей.

В самом деле, элементы такой последовательности не

принадлежат множеству Х0; если для порядкового числа а,

конечного или бесконечного, они не принадлежат множеству
(1 11Г+)Р Х0 для любого р<^а, они также не принадлежат

множеству (1 U Г+)а ^Y0, и согласно принципу трансфинитной

индукции они, следовательно, не принадлежат множеству X,
так как игра имеет порядковое число.

Обратно, покажем, что если игра не имеет бесконечных

последовательностей, то она имеет порядковое число.

В самом деле, допустим обратное и пусть А — непустое
множество точек в X, не принадлежащих ни одному из

Множеств вида (l(jr+)a.Y0. Если лг^Л, то ТхгфО (так как

х1 $XQ) и в Тх1 существует элемент л;2, уходящий в А; точно

так же в Тх2 найдется элемент хь, принадлежащий множеству
Л, и т. д., и последовательность х1У х2У хг, ... бесконечна,
что противоречит нашему условию.

Следствие. Игра на конечном множестве X имеет

порядковое число тогда и только тогда, когда она не

имеет циклических последовательностей.

Основная теорема. Локально конечная игра с

простыми платежами имеет точку абсолютного равновесия.
Это предложение вытекает непосредственно из теоремы 2,

если учесть, что на основании рассуждений, примененных при
доказательстве теоремы Цермело — фон Нейману, можно

построить точку равновесия а путем трансфинитной индукции.
Следствие. Локально конечная игра имеет точку

абсолютного г-равновесия.

§ 8. Игры Ним. Мы рассмотрим в этом пункте
поочередные матовые игры: п игроков играют поочередно в

неизменном порядке, причем (ш) означает игрока, следующего за

игроком (/). Всякая позиция х = (х, i) будет рассматриваться

как пара, состоящая из диаграммы х и индекса / игрока,

имеющего в данный момент право хода. Через Г,-* обозначим

множество диаграмм элементов множества Г (а:, /), а саму игру
обозначим

(Г„Г2, ..., ТЯ,Х) = (Т,Х),
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где Г—сокращенное обозначение я-набора

T= (Tt,Tv...,Tn).

Рассматривая т различных поочередных игр (Г*, Xk),
можно определить на П Xk многозначное отображение Г как

= [(IV), х\ ..., Xм] U [л:1, (Г?хV5, ..., хт] U . . .

Тогда говорят, что Г = (П)Г* есть композиционное

произведение отображений Г*. В более общем случае можно

определить композиционное произведение порядка р

отображений Г* как многозначное отображение Г=П(/;,ГЛ такое,
что

Г, (х1~хг...хт) =

_

U F\ (#?'), ?.-■.. (Г?»х\хт-\хт].

В интуитивном смысле игра П Г* представляет ситуацию,
в которой каждый игрок мог бы играть, когда он имеет ход,

в одной из игр Г*, а игра fl {p)^k представляет ситуацию,
в которой он мог бы играть сразу в р играх Tk.

Пример. Шахматы. Рассмотрим шахматную партию
в тот момент, когда ход принадлежит белым. Обозначив

через ^ позицию белой фигуры X на шахматной доске,

определим Гх: Т\х1 есть множество полей, которые фигура X может
занимать на пустой шахматной доске, а поскольку фигура
белая, Г£Р == О; диаграмма игры есть элемент х = (Х\\ X)
множества Х= П Л*. Обозначим через 5Х множество диаграмм,

разрешенных правилами игры (две белые фигуры не могут
быть на одном поле, белый король не находится под шахом);
обозначим через Тх множество позиций, влекущих за собой

автоматическое изменение а диаграммы (устранение с доски

черной фигуры, продвижение белой пешки). Имеем

l\x = l\(x\A ...,^)== R П rJ)xnSJ U a [(nr^Jn^J.

Если поочередная матовая игра двух лиц с проти-'
воположными интересами игроков такова, что 1^ = 1^ и

2 К- Берж
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предпочтительные множества АГ, и К2 симметричны, то по

определению это есть игра Ним. Таким образом, для игры
Ним можно написать

Г(*, 1) = (15, 2),
Г(*. 2) = (гг, 1),

*, = (*, 1)[){L, 2), ЛГ2 = (1, \)1){KL2),
Kt)L = Ot K\jL = XQ = {x\Yx= Q}.

Игра Ним обычно обозначается (Г, К, L).
Пример 1. Игра Фан-Тан или простая игра Ним.

Рассмотрим п неодинаковых кучек спичек; два игрока

поочередно устраняют из игры по меньшей мере одну спичку,
но каждый раз удаляемые спички должны быть взяты из одной

кучки; игрок, удаливший последнюю „спичку, выигрывает
партию.

Здесь К— О; L образовано одной диаграммой,
представляющей п кучек по 0 спичек.

Пример 2. Игра Ним порядкар (Мур [26]). Два игрока

играют поочередно, как в предыдущем случае, но каждый

раз они могут брать спички в р разных кучках.

Игра Ним (Г, К, L) на множестве X диаграмм может быть

представлена любым направленным графом, конечные позиции

которого разбиты на два множества К и L.

Обратно, направленный граф (Г, X) будет рассматриваться
как игра Ним типа (Г, О, L).

Для игры Ним (Г, К, L) мы будем называть функцию g(x)
на X функцией Гранди, если она удовлетворяет следующим

условиям: если x£L, то

g(x) = 0; если х£К, то

g(x) = \, если xiK> xiL,
t -^ то g(x) есть наименьшее из

р
'"

• ж {^J целых чисел, не входящих в

{g(y)\y£T*}- БУДУт
рассматриваться как конечные

целые числа, так и порядко-
Рис. 4. вые трансфинитные числа,

если, например{gjy) \у € ГЗс}
состоит из всех конечных целых чисел, то g(x) = w, где

ш — первое из порядковых трансфинитных чисел, и т. д.

>
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Если игра Ним Г-конечна, функция Гранди принимает
конечные целочисленные значения. Функция Гранди не всегда

существует, как можно видеть из графа рис. 4.

Если g(a)r£o, то £(*) = 0, откуда g(c) = \,
следовательно, g(a)z=Oi т. е. мы получили противоречие. Если

€>

Рис. 5.

g (а) = О, то g {b) = 1, откуда g (с) = 0, следовательно,
g (а) = 2, и мы опять получили противоречие.

Кроме того, функция Гранди не обязательно единственная,

как можно видеть из графов рис. 5.

Теорема 1 (Ричардсон). Если граф (Tie) Т-конечен и

Г"-конечен и если не существует
циклических последовательностей
нечетной длительности, то

функция Гранди существует.
За доказательством мы отсылаем

к [36].
Мы замечаем, что если даже

существует циклическая
последовательность нечетной длительности,

функция Гранди может существовать,
как видно из рис. 6. Однако, если существует циклическая

■©<

Рис. б.

2*
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последовательность длительностью 1, т. е. если Зс^Гдгдля
х в X, то функция Гранди не существует.

Теорема 2. Если игра Ним (Г, К, L) локально

ограничена, существует одна и только одна функция Гранди,
которую можно найти рекуррентным способом.

В самом деле, на основании теоремы 2 (§ 7) граф (Г, X)
имеет порядковое число. Функция Гранди определена

однозначно в X0 = K(J L, а если она определена однозначно

в(1иГ+)а^0 для любого а<^а0, она также определена
однозначно в (1 U Г+)а°Аг0.

Она может быть также определена трансфинитной
индукцией в X.

Теорема 3 (Гранди). Если в игре Ним существует
функция Гранди g(x) и если позиция (х, 2) в данный

момент такова, что g(x) = 0, то игрок (1) может "либо

выиграть, либо воспрепятствовать окончанию партии.
В самом деле, следующая диаграмма у будет такая, что

g{y)^=0, а следовательно, игрок (1) сможет всегда выбрать
после ущ диаграмму z~ такую, что g(z) = 0 [за исключением

случая, когда у £ К, но тогда игрок (1) выиграл]; если он

придерживается этого способа игры, он наверное выиграет

или воспрепятствует окончанию партии.

Теорема 4. Если для игры (Г*, О, Lk) существует
функция Гранди, которую мы запишем в двоичном виде,

^(£*) = ^+ 24 + 2E4-f... (0<4<2),

то существует функция Гранди для игры (ПГ*, О, \\Lk),
которая в точке (х = хх, л;2, ..., хт) будет равна

£(tf)=[2cjym0d2 + 2 [2c*]mod2 + 22 [2c*Uod2+ . • .

k k k

Если b<^g(%) и если Г3с = 0, то в Тх можно будет
получить диаграмму у такую, что g-(J)=3rS; в самом деле,

рассмотрим наибольший индекс у, для которого

$ = ^ +2^+2^+.., (0<^*<2)

^/l2^]mod2= ^/;
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играя только в одной игре, можно уменьшить значение с?\
играя разумно, можно также восстановить равенство для

индексов J—1, j—2 и т. д.

Поскольку, кроме того, в Тх не существует диаграммы^
такой, что g(y) = g(x), теорема доказана.

Применение. Эта теорема позволяет быстро
установить, является ли какая-нибудь диаграмма в простой игре Ним

(пример 1) выигрышной или проигрышной; в самом деле, если

х1 изображает состояние первой кучки спичек из hx спичек,
имеем gx (^) = /^.

Для игры Ним порядка р (пример 2) можно показать точно

таким же способом, как для теоремы 4, что функция Гранди
в точке (х= х1, ~хг, ..., х™) равна

g(x) = [2 4]mod (p + l) + (Р + 1)[2 Ck] mod (р+ 1)+. . .

k k

^Теорема 5 (Шютценбергер). Если игра (Г, /С, L)
допускает функцию Гранди g(x) и если Г+{х| £•(#) =
= 0,1} = О, то игра в поддавки, связанная с (Г, /С, £),
также допускает функцию Гранди g (х)г равную 0, если

g(x) = \, равную 1, если g(x) = 0, и равную g(x), если

g(x)^0 или 1.

Докажем, что g' есть функция Гранди для (Г, К, L).
1. Если Тх=^0 и если Ь — целое число, меньшее g' (х),

то существует в Тх такое уу что g' (у) = 8.
В самом деле, если g' (х)= 1, то g(x) = 0. Следовательно,

поскольку

T+{x\g(x)^0,\} = O,

имеется такое у, что g(y)=\yjr. е. g' (у) = 0. Если, кроме
того, g'ix)^^ то g'(x)z=zg(x) и существует еще одно у
такое, что g'(y)z=b.

2. Не существует у такого, что g' (у) = g' (х), так как

отсюда следовало бы, что g(y) = g(x).



ГЛАВА II

ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ИГРЫ

§ 9. Полунепрерывные отображения. Пусть
Г—отображение топологического пространства X в топологическое

пространство Y\ по определению Г называется

полунепрерывным снизу в X, если для любого открытого множества Q
в Y множество Г"й открыто в Х\ оно называется

полунепрерывным сверху в X, если для любого открытого

множества Q в Y множество Г+й открыто и если, кроме того,
Га: компактно для всякого х. Если эти свойства имеют

место одновременно, то Г называется непрерывным в X.

Если Г— однозначное отображение, то каждое из этих

определений совпадает с обычным определением

непрерывности.

В последующем изложении всюду будет идти речь только

об отделимых топологических пространствах или хаусдор-
фовых пространствах.

Теорема 1. Если отображение Г полунепрерывно
сверху, то образ ТК компактного множества К есть

компактное множество.

В самом деле, пусть {(о,-1 / £ /} есть открытое покрытие

образа Г/С; поскольку Га: компактно, его можно покрыть

конечным числом множеств <0f, объединение которых мы

обозначим Qx.
{Qxjx£K} есть открытое покрытие образа ГА',

а {Г+Йх|а:} есть открытое покрытие компактного

множества К, следовательно, из него можно выделить конечное

покрытие {T+QXi\i=l, 2, ..., п). Тогда QXi покрывают ТК, т.е.

множество ГА* может быть покрыто конечным числом

множеств (О;.
Теорема 2. Если Гх — отображение X в Y,

полунепрерывное снизу (соответственно сверху), и еслиТ%— ото-
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бражение У в Z, полунепрерывное снизу (соответственно
сверху), то Г= Г2-Г, есть отображение X в Z,

полунепрерывное снизу {соответственно сверху).
В самом деле, если Q — открытое множество в Z, то

T-Q= {x\Yt.Ylxf)Q^O} = {x\Tlx()Y7Q^O} = Y;Y7Q.

Если 1\ и Г2 полунепрерывны снизу, Г также

полунепрерывно снизу.
»

Если Г, и Г2 полунепрерывны сверху, то Yx= Yt(Ylx)
компактно на основании теоремы 1, и одновременно мы имеем

Г+й= {^|Г2.Г^с:Й} = {^|Г1^сГ2+Й} = Г1+.Г2+Й.

Следовательно, Г также полунепрерывно сверху.
Теорема 3. Если дано семейство [Yt\ /£/}

полунепрерывных снизу отображений X в У, то отображение
Г= U Г,- полунепрерывно снизу,

»6/

В самом деле, если й— открытое множество в К, то

г-й={*| и1>лй^о}= игГй.
i«/ /6/

Следовательно, для любого открытого множества й множество

Г~й открыто.
Теорема 4. Если дано конечное семейство

{Г,|/=1, 2, .... п)
полунепрерывных сверху отображений X в У, то отобра-

п

жение Г= иГ,- полунепрерывно сверху,
issi

В самом деле, поскольку Y;X компактно для любого /,
множество

Yx= и 1>
1=1

компактно. Далее

Г+й = {*| U 1>сй}=пГ+Й.
i=i 1

(Следовательно, для любого открытого множества й множество

Г + Й открыто.
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Теорема 5. Если 1\.— полунепрерывное снизу
отображение пространства X в пространство Y{, то отображе-

п

ние Тх= П Г,* пространства X в топологическое произ-

п

ведение П ^/ полунепрерывно снизу.
1=1

В самом деле, пусть Q = [} <*>, — открытое множество про-
У

странства П У,-» гДе

®/= П (Оу

принадлежит базису пространства. Имеем

Т~<д/={х\Т1хГ\(д)^=0 для всякого /}== П ГГ<0/.

Следовательно, множество Г~оь открыто, как и множество

г-а=иг:ю,.

Следствие. Если 1\ и Г2 — два полунепрерывные снизу
отображения пространства X в векторное пространство Y,

отображение Тх=Т1х-\-Т2х полунепрерывно снизу.
В самом деле, отображение Г0л;= Тгх X Г2а: пространства

X в УХ У полунепрерывно снизу (теорема 5), как и

отображение f(y„ Уж)=У1-\-У% пространства FX Y ъ Y.

Следовательно, на основании теоремы 2 отображение
Г=/-Г0 полунепрерывно снизу.

Теорема 6. Если Т{ — полунепрерывные сверху
отображения пространства X в Yt [для /=1, 2, ..., я), то

п

отображение Тх= П Т(х пространства X в топологическое

п

произведение П ^ полунепрерывно сверху.

Возьмем для определенности отображение Тх— Тгху(Т2х
в FtX *V Множество 1\л; X ^2х компактно, так как компактны

Тхх и 1\х (теорема Тихонова).
Кроме того, пусть Q — открытое множество пространства

^i X У2 и пусть х— элемент множества Г+Q; поскольку Гл:
компактно и содержится в Q, то его можно покрыть конечным
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числом входящих в базис подмножеств множества Q, которые
мы обозначим со1, а)2, ..., а>р.

Если ух G 1\л;, обозначим через <о (^) объединение
множеств а)*, пересекающих {.у^Х^*; таким же образом
определим (о (з>2), где у2 £ Г2л;. Наконец, положим

®г = П проек (o(j;2), <о2= П проек (0(^).

(о = (01Х<о2 входит в базис пространства Yx X ^а»
и

Г+(о = {* | Г, X Г^сю, X <«>2} = Г1Ч п г2Х
Следовательно, Г+<о открыто; далее, имеем

TxcztodQ

или

*еГ+с0сГ+О.

Следовательно, множество Г+й, как множество, содержащее

окрестности каждой из своих точек, открыто.

Следствие. Если 1\ и Г2 — два полунепрерывные

сверху отображения пространства X в векторное про-
странство F, то отображение Тх= Тгх-\-Т2х
полунепрерывно сверху.

Доказательство такое же, как для следствия предыдущей
теоремы.

Теорема 7. Если g(y)—непрерывная числовая

функция, определенная в Y, и если Г— непрерывное
отображение пространства X в У, то М(х)= max g(y) есть непре-

уеТх

рывная числовая функция, и отображение G, определенное
как

Ох= {у\у£Тх, g(y) = M(x)}9

полунепрерывно сверху.
1. Покажем, что О полунепрерывно сверху.

Пусть й — открытое множество, содержащее GxQ; для

положительного числа s имеем

g(V)^M(xu)—2* (у€Г*в —Q).

Пусть а) — открытое множество, содержащее Гд:0 — Q

такое, что

g(y)^M(x0)—e (у£ф).
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Существуют две окрестности v1 (х0) и v% (л;0) такие, что

TxaQu® [*€М*о)]>

Txn{y\g(y)>M (х0) -г\фО [x£v2 (*,)].

Следовательно,
GxczQ [x^ViWriv^xJ].

Итак, множество G+Q открыто; кроме того, Ох0 компактно

для любого а: как пересечение замкнутого множества

{x\g(x)^zМ(х)\ и компактного множества Гл;0.
2. М (x) = g(Gx) полунепрерывно сверху (теорема 2) и,

следовательно, непрерывно, так как это есть однозначное

отображение.
Теорема 8. Если Г — непрерывное отображение

пространства X в Y=R, то существует непрерывное
однозначное отображение о пространства X в Y такое, что

ох 6 Га: (х£ X).

В самом деле, достаточно взять g(y)—yy ox= max{Гх}.
Следует заметить, что эта теорема доказывается таким же

образом в гораздо более общих случаях (например, если Тх

выпукло в /?"). Мы примем ее для всех отображений Г,
которые мы будем здесь рассматривать.

Отображение Г пространства X в Y называется

замкнутым, если для у0 С Гл:0 существуют окрестности V(y0) и v (х0)
такие, что

Tv(x0)f)V(y0) = O.

Теорема 9. Если Г— отображение пространства*Х
в Y, полунепрерывное сверху, оно замкнуто; если Y

компактно, то имеет место обратное предложение.
Пусть у0 £ Гх;0. Поскольку Тх0 компактно, существует

открытое множество Q, содержащее Гд:0, и окрестность V(y0)
точки у0, которые не пересекаются.

С другой стороны, для окрестности v(x0) имеем

TxciQ [* €*(*„)].
откуда

Tv(x0){]V{y0) = O.

Следовательно, Г замкнуто.
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Обратно, если Г замкнуто и У компактно, то Га: замкнуто
и содержится в компактном пространстве, следовательно,
компактно.

Пусть ft—открытое множество, содержащее Гл;0. Если

у ¢2, существуют окрестности V(y) точки у и v (х0) точки х9
такие, что

Tvy(xt)(\V{y) = 0.

Поскольку У—Q компактно, его можно покрыть окрестно-
п

стями V(yx), V(yt), ..., V(yn). Положим v(х0)= П vyi(x0).

Тогда имеем

Г*(*р)сО.

Следовательно, Г полунепрерывно сверху.
Теорема 10* Если {Г,- [ / g /} — семейство замкнутых

отображений пространства X в У, отображение Г= ПГ;

замкнуто,
В самом деле, при у0$Тх0 имеем у$Т( х0 для

некоторого индекса /; следовательно, существуют окрестности

V(y0) и v(xQ) такие, что

Tiv(xQ)f]V(y0) = O1

откуда

Tv(xQ)f)V(yQ) = 0.

Следовательно, Г замкнуто.

Теорема 11. Если Т1—замкнутое отображение
пространства X в У> и Т2 — полунепрерывное сверху отоб~

ражение пространства X в У, то отображение Г= 1\ П Тш
полунепрерывно сверху.

Гдг, очевидно, компактно для любого х; пусть ft —

открытое множество, содержащее пересечение Tlx0 f] T2xQ. Покажем,
что существует окрестность v (л;0) такая, что

Tv(x,)cQ.
Если йэГ2л:0, наша цель достигнута; если это не так, то

поставим в соответствие любому элементу у множества

Г^— ft = /C окрестности V(y) и vy(x0), причем

Txvy(xQ){]V(y)^0.
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Поскольку К компактно, существуют элементы yv yv ..., уп
п

множества К такие, что [}V[y^=-V (К) будет окрестностью

множества К.

Определим окрестность w(x0) следующим образом:

x^w(xQ)y если T2xaQf)V(K). Положим

*Уг Ю П vy% (х0) п ... П vyn (х0) n w (х0) = v (xQ).

Имеем

Т^(хй)ПУ(К)фО,
Ytv(xa)cQuV(K),

откуда окончательно

Ц\ПГ2)г;(*0)с9.

Теорема 12. Если {Г,-1/£/}— семейство

полунепрерывных сверху отображений пространства X в У, то отоб-

ражение Г= П Г,- полунепрерывно сверху.

Это вытекает из теорем 10 и И.

Теорема 13. Если {Г, |/=1, 2, ..., л} — конечное

семейство полунепрерывных снизу отображений» то

отображение Г= П Г/ полунепрерывно снизу.

Пусть Q — открытое множество в F. Имеем

r-Q= {x|n r,*nQ^O}=nr,-Q.

Следовательно, множество Г~й открыто.

§ 10. Общее определение топологических игр (с
полной информацией). Если Xv Хг, ..., Хп — топологические

пространства, их топологическая сумма есть топологическое

п

пространство ^=2-^/) определенное следующим образом:
/=1

1) Xj образуют разбиение пространства Х\
*

2) открытые множества пространства X суть множества
п

вида Q= и 2,-, где Йх- — открытое множество пространства Xt.

Заметим, в частности, что Xt есть открытое и замкнутое
множество пространства X.
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По определению, игра (Г, /19 /,, ..., /п) является

топологической сверху для игрока (i) на (Х1У Хг> ..., Хп), если

1) Х1У Х2, ..., Хп — топологические пространства^

(отделимые);
2) Г есть непрерывное отображение пространства

п

Х=^Х- самого в себя;

3) /i(x) полунепрерывная сверху числовая функция в X.

Игра называется топологической снизу для игрока (/),
если вместо условия 3) имеет место

3') fi (х) есть полунепрерывная снизу функция в X.

В последующем изложении *) мы будем предполагать для

определенности, что игроки активны: выигрыш игрока (/)

') Поскольку читатель освоился с понятием полунепрерывной
функции, мы полагаем здесь, что игра является игрой с платежами;

отметим, впрочем, что это несущественно.
I

Отношение квазиупорядоченности ^ на топологическом

пространстве X называется полунепрерывным сверху в х0, если вся-
11

кому хх ( > xQ) (если таковое существует) можно поставить в

соответствие окрестность V(x0) точки х0 такую, что х < xv если х£ V(xQ).
Изменив знак неравенства на обратный, можно определить точно

так же отношение квазиупорядоченности, полунепрерывное снизу;
i

если имеются оба свойства одновременно, отношение ^ называется

непрерывным.
i

В игре с платежами отношение ^ полунепрерывно сверху тогда
и только тогда, когда функция /,-(*) полунепрерывна сверху, т. е.
если любому положительному числу < можно поставить в

соответствие окрестность v(x0) такую, что

//(*)<//(*о) + « Для x&V(*o)-

Напомним, что это условие равносильно утверждению, что множество

\x\fi(x)^a\ замкнуто для любого числа а. (Разумеется, сказанное

выше об отношениях, полунепрерывных сверху, справедливо также

для отношений, полунепрерывных снизу.)
Отметим также, что обобщение, получающееся в последующих

теоремах при использовании понятия непрерывной
квазиупорядоченности, является фиктивным, если X сепарабельно и связно.

Действительно, Дебре доказал следующую теорему: если отношение

квазиупорядоченности непрерывно на сепарабельном и связном

пространстве X, то существует функция предпочтения, непрерывная
на X (Cowles Commision Papers, new series, № 97, Chicago, 1954).
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равен

если игрок (/) пассивен, рассуждения совершенно аналогичны.

В некоторых задачах рассматривают отдельно множество

XQ я= {х | Тх = О) и заменяют множество Х{ множеством

Xt — Х0\ чтобы отличить этот подход от предыдущего, мы

будем говорить, что дана игра топологическая сверху
на {Х^ Xv .,., Хп) для игрока (/), если

1) Х^ Х%, .,., Хп — отделимые топологические

пространства;
п

2) Г непрерывное отображение пространства <Y=2^/ в Х\

3) f(x) полунепрерывна сверху в X.
Эти два подхода не вполне равнозначны.

Пример. Рассмотрим игру преследования, , описанную
выше (§ 2); чтобы сделать трех игроков активными, мы

положим здесь, что цель корабля — достигнуть замкнутого
множества F (гавани) пространства М, где он будет в

безопасности. Покажем, что при этом получается игра,
топологическая сверху на (Хг, Х2, Хг) для игрока (3) и

одновременно сверху и снизу для игрока (2).
1. Пространства ^(/=1, 2, 3) — метрические, с

расстоянием, равным

d[(mv т%, mv /), (ти т2, т'„ /)]=тах</(/ял, т'н).

Следовательно, для малого з окрестность точки #0 =

s=s(mvmv mv 1) определяется сферой

*.(*.) = {*l*€*i. *(*, *0)<s} =
=Б§ЮХ^К)Х^ЮХ1.

2. Покажем, что Г — многозначная непрерывная функция.

Отображение Г, определенное на X—Х^ очевидно

непрерывно, так как

В,(хЛ)сТ-Вг(х) (*€Г*0).

Оно, кроме того, непрерывно как многозначная функция,
определенная в X, так как множество Хй замкнуто в X.
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3. Д(х) =— d(mv т9) есть непрерывная функция в X;
/, (л;) полунепрерывна сверху, так как {х\/9 (а;) = 1} замкнуто.

Приняв вторую точку зрения, мы не сможем сказать, что

игра является топологической на (Х0, Хг, Xt, Х9), так как Г

непрерывно только в том случае, если о пространстве М

приняты дополнительные допущения; но если отображение
теперь и не является непрерывным, зато мы имеем непрерывные

функции предпочтения; действительно, /, (а:) теперь

непрерывна, поскольку множество {а: | /8 (а:) = 1} одновременно

открыто и замкнуто в Х0. #

Обозначим (ср. § 5) множество позиций, в которых
игрок (1) может гарантировать у, через От, множество

позиций, в которых игрок (1) может строго гарантировать у,

через 07, соответствующие области через Дт =*= {а: |/, (а:) ^ уУ
и через Д*. Мы имеем следующее фундаментальное
предложение.

Теорема 1. В игре, топологической снизу
(соответственно сверху), длительность которой ограничена числом т,

множество GY открыто (соответственно Оу замкнуто).
Рассмотрим сначала игру двух лиц (-f-) и (—); на основании

теоремы 1 (§ 5) имеем

0;= (1иГ^иГ+5+ГД;
где

В+х= х П Х+, В_х— х П Х_;

если игра
— топологическая снизу для игрока (1), область AY

открыта; В+у £_, Г+, Г" оставляют открытые множества

открытыми, и, следовательно, GY — открытое множество.

(Доказательство будет таким же для игры, топологической

сверху).
В случае игры с п игроками мы приведем ее к игре

с двумя игроками (-)-) и (—) и положим

Га: = Га: (*€*+),
Г*= B+Yx U В+Т (В_Г) х U ... U В+Т (В_Т)т х(х£ Х_).

Если Г непрерывно, В+Т и В_Т также непрерывны (теорема 2

§ 9), и на основании теорем 3 и 4 (§ 9) Г также

непрерывно. Таким образом, мы приходим к предыдущему случаю.
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Следствие. В игре, топологической снизу (соответ~
ственно сверху) для игрока (1) на (Xv Л",, ..., Хп)
с ограниченной длительностью, функция наилучшего
выигрыша <fj (х) полунепрерывна снизу (соответственно сверху).

Рассмотрим в игре, топологической снизу, точку х0
множества

А = {х\уг(х)>ч}.
Пусть <pj (х0) > 8 > у, и следовательно, х0 g G§ с Л. Тогда
множество Л открыто, и <pj (х) есть функция, полунепрерывная

снизу (для игры, топологической снизу, доказательство

аналогично).

Теорема 2. Рассмотрим игру, топологическую снизу
для игрока (1) и такую, что для данного числа т можно

утверждать, что игрок (1) будет иметь право хода до

т-го хода (для любой рассматриваемой начальной позиции);
множество GY позиций, в которых игрок (1) может строго

гарантировать у, открыто.
В самом деле, имеем, как и выше для приведенной игры,

Ъ=В+Тх U BJ(В_Т) х U ... U ВJ (В_Т)тх{х gХ_).

Следовательно, Г — непрерывное отображение; тогда теорема

вытекает из формулы
л

т
*

Gr= U (1 U Г+Д+U Г-Я_)х Дг.
Х— 1

Заметим, что теорему 2 можно применить, в частности,

ко всякой топологической игре с двумя игроками или, в общем

случае, ко всякой топологической игре с п игроками,

играющими поочередно.

§ 11. Пространство 2, стратегий игрока (1) для
локально конечной игры. Мы будем здесь предполагать, что

игра локально конечна: для любой начальной позиции х и для

любого я-набора а множество проходимых позиций <л;;а>
конечно; кроме того, мы примем вторую точку зрения:

Х0 будет одновременно открыто и замкнуто. Предположим

также, что пространство Х{ метрическое, т. е. что топологию

пространства X. можно определить расстоянием d-(xf, у-).
п *

Тогда пространство Х= 2 XL также является метрическим.



§11] ПРОСТРАНСТВО 24 СТРАТЕГИЙ ИГРОКА (1) 49

В самом деле, для любого / возьмем произвольную точку $/
в Х{ и положим

^(*/>Л)==<М*/..У/)> если */>Л€*/,

</(*„ *у) = df.(х„ 5?) + l+d,(yf, 2,°),
если *,€*„ jfy € Jf>. ¥=./•

Топология пространства ^Y соответствует а? и, кроме того,
d — действительно расстояние, так как

1) d(x,y)^0; d(x,x) = 0;

2) х=*у, если d(x, j/) = 0j

3) d(x, ^) = ^(^, x);
4) </(*, j>) <<*(*. *) + rf(s, y).

Пусть Xx — пространство однозначных отображений X1 в X$
2t— пространство стратегий игрока (1) и 2*— пространство

непрерывных стратегий игрока (1). Имеем

*

Мы рассматриваем Хх как метрическое пространство с

расстоянием

d(ox, ф= suprf^*, а;*).

Теорема 1. Во всякой топологической игре
множества 2j и 2J замкнуты в Х*в

В самом деле, если Г непрерывно, то из теоремы 8 (§ 9)
вытекает, что 2^^^)- Кроме того, еслиа^^,
^Сосуществует точка х в X такая, что aj х £ Гх; поскольку Тх

замкнуто, существует такое число е, что

агх <£ Тх, если d (jjX, ajx) ^ 8,

откуда окончательно

М^, если d(ox, aj)<e;

отсюда также вытекает, что множество 2£ ==^ Ххс Л 21
замкнуто в Х\.

Теорема 2. Пусть a0 б 2^, и положим
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и

<х; еР, <&-р> = (х, xv х%,..., хт>).

Любому положительному числу г можно поставить в

соответствие положительное число ц такое, что если

d^^Xi), d(aife?)<4 (i € Я),
то

т' = /w, d (л;^ д£) < з (/? <т).

Мы здесь предполагаем, что позиции Хр различны, и,

следовательно, можно положить е <* тг inf d (х?, х0.); обозначим че-

рез i(p) игрока, которому принадлежит ход в позиции х°.
Последовательно можно найти числа т)л, У)л-1, ..., Г)0; *)л
таково, что

*т€*1Ш *ля <*(**> Л)<4«5
если 1(т—1)СЛ возьмем У]/я_1 такое, что если

если i(m—1)€Л возьмем u^.j такое, что

^(вв*л-1.^в^-1)<7^(ЧЛэ в) для rf(Vi'^-K^-,'

Тогда получим также

d(axm_v abx*m-iXd(oxm_v a^.J-f

при условии, что

<*(*/, a°)< yinf^,. е).

Наконец, если мы возьмем 7) меньше
у s, меньше >)0 и мень-

1
ше всех чисел -тг*)*» т0 мы и П0ЛУЧИМ утверждение теоремы.

Следствие 1. В игре, топологической, сверху
(соответственно снизу) для игрока (/), функция /i(x; a°)
полунепрерывна сверху (соответственно снизу) по х, если a0 G 2'.



§ И] ПРОСТРАНСТВО 2j СТРАТЕГИЙ ИГРОКА (1) 61

Следствие 2. В игре, топологической сверху

(соответственно снизу) для игрока (/), функция /{(ор, Ох~р)т
полунепрерывна сверху (соответственно снизу) по чр в

точке ар, если (ар, a°N-P)€lc.
Теорема 3. Если игра является топологической сверху

для игрока (1), то множество S] стратегий alt при
которых игрок (1) может гарантировать у» замкнуто.

Игрок (1) может гарантировать у стратегиями сг1Э если

<а,, at> fUY^0 (0,62,);
если aj * S[, то существует стратегия aj такая, что

«*Ъ a°2>c{ x|/1W<Y} = Q7;

здесь стратегии aj и а°2 определены лишь на конечном

множестве <а°, aj> и, следовательно, их можно продолжить во

всем пространстве X непрерывными стратегиями.

Поскольку Q открыто, на основании теоремы 2-

<а1Э o°2yc:Q1 для d(at, aJ)^Yj, следовательно, QliS\.
Итак, Sj является замкнутым множеством.

Следствие 1. В игре, топологической сверху для

игрока (1), множество Sl оптимальных стратегий игрока (1)
замкнуто.

В самом деле, имеем

Согласно этой формуле, существование оптимальной

стратегии было бы обеспечено, если бы 2j было компактным; к

сожалению, несмотря на теорему Асколи и работы Монтеля, у нас

нет простых критериев для X и Г, которые обеспечивали бы

выполнение этого условия. Тем не менее, мы имеем:

Следствие 2. Если пространство Х^-\ — полное и

если диаметр 5 (S]) стремится к нулю, когда у стремится
к <fi (х0)у то существует одна и только одна оптимальная

стратегия для игрока (1).

Действительно, в этом случае Хх есть полное

пространство; поскольку замкнутые множества S] убывающие, их

пересечение, как известно, сводится к одной точке.
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§ 12. Исследование пространства 2^ в случае, если

игра не является локально конечной. Если мы не ставим

условие, что множество <х0; а> конечно, то обычную
топологию нельзя применить. Мы предположим в этом случае, что

начальная позиция х0 задана раз навсегда, и будем говорить,
что две точки а и а' равны, если <а> = <а'>.

Мы определим на 2 псевдометрическую топологию

Хаусдорфа следующим образом.

Рассмотрим отображение Въ где

Положим

d (а, т) = inf {к | Ях <а> э <т>; Бх <т> э <а>};
д[ (а, х) есть псевдорасстояние, которое определяет на 2

псевдометрическую топологию, обозначаемую (£.

Теорема 1. £сли в игре, топологической сверху для

игрока (1), любое множество <а> компактно, то мно~

жество Sj оптимальных стратегий игрока (1) замкнуто
в 11 в топологии (£.

Доказательство такое же, как доказательство теоремы 3

(§ и).
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ИГРЫ С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ

§ 13. Общее определение. Рассмотрим разбиение

(Х^Х1УХгУ . . .,Хп) множества Xи положим N={1, 2, .. .,/*};
мы говорим, что имеется игра для игроков (1), (2), (3), ..., (п)
на этом разбиении, если определены:

1) отображение Г множества X самого в себя, называемое

правилом игры; предполагается, что {х\Тх = О}=Х0;
2) для всякого / ( g Л/) разбиение И{ {£/, К, ...} множества

Х0 или информационная схема игрока (/). Если U^U(i
мы говорим, что U есть информационное множество игрока

(/); предполагается, что для всех х в U множества Гл; имеют

одну и ту же мощность;

3) для любого U семейство vu={vh\h£ Ни) однозначных

отображений U в X таких, что если х £ U, то

а) чнхфчкх для hфk\ h, k£Ha\
б) {vflx\h£Hu} = Yx;

если y = yhx, то мы говорим, что h есть индекс позиции у
относительно х;

4) основное распределение вероятностей

тг0 (*)»

где х£Х\ полагаем Л0=={л:| тг0 (л:)^ 0}, Т"Л0 = О;
5) для всякого / ( £ N) действительная функция /i (х)у

определенная на X и называемая функцией предпочтения
игрока (/).

Обычно полагают U= (Ulf ttt, ..., U„) и/=(/1>/1>.. .,/„);
тогда игра определяется пятеркой (Г, И, v, тг0, /). Элементы х

множества Xiy по определению, суть позиции с ходом
игрока (/).

Партия проводится следующим образом: в Л0 выбирается
случайно, с вероятностью тг0 (х0), начальная позиция л;0; если
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информационное множество £/, содержащее х0, принадлежит

%Uj, игрок (1) будет знать не позицию х0, но лишь

содержащее ее информационное множество U.

Имеем

г*. = {>**.!*€"„}.
Игрок (1) выбирает в Нц индекс h0 и этим определяется

позиция игры xl=yfloxQ. Если хх£Хь игрок (/), ничего

не знающий о том, что произошло перед этим, узнает, что

позиция игры находится в множестве V разбиения VL{ и

выбирает индекс hx в Hv\ это приводит к новой позиции игры

хл = Ъ1х1 и т. д.1).
Игра прекращается, если "позиция игры х такова, что

Тх=0.

Стратегия а{игрока (/) есть, по определению, отображение,
ставящее в соответствие каждому множеству U разбиения И,-
индекс A= jf.i/ такой, что о^^Нц; их совокупность
обозначается 2/- Говорят, что игрок (/) применяет о.> если всякий

раз, когда позиция игры находится в {/(сЦ,-), он выбирает
индекс h = <?,.£/.

Множество позиций игры, возникающих из исходной
позиции х0, если каждый игрок (/) применяет определенную
стратегию о{, есть вполне определенное множество, которое мы

обозначаем как

<х0; а1У а2, ..., ол> = <х0; oN>.

Иногда множество

Т(а)= U <*;а>
х е А0

называют следом п-набора о — (а1У а2, ..., оп). Выигрыш
игрока (i) определяется как

Л К;а)=SUP {fi (*) I * € <*0> *>}•

Ожидаемый выигрыш игрока (/) есть математическое

ожидание выигрыша, т. е.

F.(a)=* 2 *,(*)/,(*; a).
х е aq

*) Может оказаться, что случай участвует не только на первом
ходе, но и неоднократно в течение партии; тогда нетрудно свести

дело к описанной выше формулировке.
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Цель игрока (/) — получить наибольшее возможное значение

ожидаемого выигрыша1). Как и в гл. I, мы говорим, что а есть

точка равновесия, если

Ha интуитивном языке игроков это означает, что 'если

применяется а, то ни один игрок не сможет безнаказанно

изменить свою стратегию отдельно от других.

Пример. Бридж. Рассмотрим партию бриджа в активной

стадии (после объявлений); «юг» является «болваном».

Тогда мы имеем игру двух лиц, в которой игроком (1)
является сторона «север—юг», а игроком (2)—сторона «восток—

запад»; исходное множество Л0 изображает различные
возможные сдачи. Обозначим через С, /О, В, 3 множества карт,

находящихся в данный момент в руках «севера», «юга»,

«востока» и «запада», через R — множество уже выбывших из

игры карт, с указанием их происхождения и игрока, который
их выиграл, через Т—множество карт, выложенных на столе

для текущей взятки, с указанием их происхождения (если
7=0, Т указывает, кому принадлежит ход).

') Чтобы определить отношение предпочтения, в котором случай
уже не участвует, т. е. определить математическое ожидание

выигрыша, мы предполагаем в данном случае, что мы имеем игру
с платежами. Но и в противном случае можно все же определить
математическое ожидание выигрыша аксиоматическим путем. Любой

паре чисел (/>, q), где р > 0, q > 0, р -f- Я = U и любой паре (х\ у),
где х, у£Х, ставится в соответствие элемент множества X,
обозначаемый рх -f- ЯУ* так, чтобы соответствие удовлетворяло равенствам:

A. px + qy = qy+px;
Б. р' (рх + qy) + q'y =рр'х + (1 -рр')у.

Отношение квазиупорядоченности ^, определенное на X, должно

обладать следующими свойствами:

B. x<px + qy для х<у;
Г. x>px + qy для х > у;
Д. для х < г < v существует пара (р, q) такая, что рх -4- qy < г\
Е. для х > z >у существует пара (р, q) такая, что рх -yqy > z.

Можно показать [27, стр. 617], что в этом случае имеется игра
с платежами, т. е. что существует функция предпочтения f(x) такая,
что:

1) если х^>у, то f(x)yf{y);
2) f(px + qy) =pf(x) + qfiy).
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Позиция игры х определяется множествами С, /О, В, 3

и «ориентирующими» множествами R и 7\ Имеем fl (x) = gl (/?),

/2(^)==^2(^)^ г#е £\ и #2 —две возрастающие функции,
зависящие от принятой системы расчета. Например, если ход

принадлежит «западу», то информационным множеством £/0,
содержащим позицию игры х0 = (Со1_К\у £0, 30, /?0, Г0),
будет множество позиций (С, Ю, В, 3, /?, Г), причем

3= 3,,

вис=влис0,
т=т0,

§ 14. Основные виды информационных схем. 1. Игры

без информации. Пусть П° — разбиение множества Хь
образованное множествами вида

(Ту ^ Тх означает, что множества Тх и Ту могут быть

поставлены во взаимно однозначное соответствие).
Очевидно, всякая информационная схема есть подразбиение

разбиения U?, или, что равносильно, Ц° является наименее

мелкой из информационных схем. Таким образом, эта

информационная схема соответствует полному незнанию.

Если игрок (/) участвует в игре с такой схемой, то о

позиции игры у него нет никаких сведений, кроме числа

элементов в Тх; правила игры не позволяют даже помнить

встречавшиеся раньше позиции.

2. Игры с полной информацией. Пусть It/ =
= ({х} | х £ Х()

— дискретное разбиение множества Xt. Это,
очевидно, самая мелкая информационная схема игрока (/). Если
игрок участвует в игре с этой информационной схемой, он

будет знать все о позиции игры, и мы приходим к

определению игры, данному в предыдущих главах.

Заметим, что если игрок (/) играет с двумя различными

схемами U,- = {U\\ и Ц,- = {U^}, он может иметь также

информационную схему — произведение

и; х и?= \и[ n l£ 1 \*Л n 1^ ¥^o).
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3. Одновременные игры. Игра называется

одновременной, если информационная схема каждого игрока / есть

Ц. = {л;;} и если ему принадлежит ход один раз в течение

партии.

Чаще всего одновременная игра описывается как ситуация,
в которой игрок (/) выбирает индекс ht в множестве Hh
причем эти выборы совершаются одновременно. Для я-набора
(йп h2, ..., hn) функция fi(hl9 hz1 ..., hn) указывает выигрыш

игрока (i).
Две игры, (Г, /) и (Т, /), называются эквивалентными,

если ихтстратегии можно поставить во взаимно однозначное

соответствие так, что при о,-«—� о,- будем иметь

/^,0,, ...,0,,) = ^(0^0,, ...,о"„).
Для данной игры всегда существует эквивалентная ей

одновременная игра, которая определяется следующим образом:
каждый игрок (/) выбирает независимо стратегию о,- и

получает при этом выигрыш Fi(ali о2, .
.., оп).

По определению эта новая игра есть нормальная форма
первоначальной игры (в оригинале «forme simultanee).

Часто бывает удобно изучать игру в ее нормальной форме;
однако многие свойства игры не охватываются изучением

нормальной формы. На языке современной алгебры нормальная

форма есть представитель «класса эквивалентности» игр, и

в нормальной форме можно изучать лишь те свойства,
которые являются общими для всех элементов класса

эквивалентности.

4. Изовалентные игры1). Игра называется изова~

лентной для игрока (/), если для хфу\ х, у£и(а]Х;) мы

имеем у £ Га:.
Это означает, что в течение одной и той же партии не

может встретиться два раза одно и то же информационное
множество.

Игра называется вполне изовалентной, если, кроме того, из

и, УеЩ ифУ; ТиПУфО,

следует Uf]YV=0.

г) Все игры, которые исследовали авторы, писавшие на

английском языке, изовалентны.
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(J№

*т

Игра в бридж, определенная выше, является вполне изо-

валентной игрой; напротив, игра, изображенная графом рис. 7

изовалентна, но не вполне изовалентна.

5. Игры с полной информацией об игроке (/).
Говорят, что игрок (k) имеет полную информацию об

игроке (/), если он знает при своем

ходеинформационные множества,
встреченные игроком (/) раньше,
а также выбранные им индексы.

Говорят, что имеется

почти полная информация для
игрока (/); если игрок, (/) имеет
полную информацию о всех

других игроках и если игроки
множества N—{/} имеют

полную информацию об игроке (/).
6. Игры с полной

памятью для игрока (/).
Игра называется игрой с полной памятью для игрока (/), если

игрок (i) имеет полную информацию о самом себе.

Рассмотрим, например, игру, изображенную на рис. 8.

В Vx игрок (1) забывает то, что он знал, а в Vt игрок (2)
забывает то, что он выбрал; Ux и U[ суть мгновенные

информационные множества для

Рис. 7.

U2 — мгно-игрока (1), а

венное информационное
множество для игрока (2). Игра
является игрой с полной

памятью для игрока (/) тогда

и только тогда, когда И,-
не содержит мгновенных

информационных множеств.

Замечание. Если

игрок (/) не имеет информации
с памятью, можно всегда

разделить М; на различные

разбиения И,-, U*, ..., U/,
жеств Х},Х*,

игШ2)

xl

ЪЩ)

Рис. 8.

..., непересекающихся подмно-

{dXt) так, что каждая схема

Hi будет с памятью. В этом случае U/ называе тся

информационной схемой k-го агента игрока (/).
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Другими словами, у игрока (/) имеются агенты, если

личность игрока (/) можно разделить на (/)', (/)*, (/)', .
.., (/)*, .. #

так, чтобы каждый игрок (/)* мог знать в момент своего хода

то, что знал (i)k и как он играл раньше.

Так, в схематизированном бридже (пример в § 13) север
и юг суть два агента игрока (1), восток и запад — два

агента игрока (2).

§ 15. Смешанные стратегии. В играх, не имеющих
полной информации, появляются два новых фактора, которые
могут определить исход партии: случай и хитрость.

Случай, как мы видели выше, можно исключить из наших

рассуждений, если заменить понятие «выигрыш» понятием

«математическое ожидание выигрыша». Такая же задача

возникает относительно хитрости, которая проявляется в весьма

различных видах: как умение скрывать от своего соперника
свое знание игры («притворство»), как умение обманывать его

относительно своих намерений («блеф»), как умение
распознавать самые сокровенные его мысли («проницательность»).
Хитрость может быть также единственным фактором,
влияющим на исход партии; в частности, это имеет место в игре

«чет или нечет» или в игре «бумага, камень, ножницы».

Чтобы исключить влияние хитрости в момент решения, Ворель
ввел понятие смешанной стратегии.

Предположим для определенности, что множество

стратегий игрока (1) конечно, т. е. 2/= {а!, а?, ..., а?*}, и

рассмотрим распределение вероятностей si = {$? | k = 1, 2, ..., т)
на 2,-. Имеем

*?^0 (*<т),
т

По определению вектор s(= (sj, s?, ..., sf) есть смешан"

пая стратегия игрока (/). Будем считать, что простая

стратегия of есть также смешанная стратегия вида 5,- = (0, ..., 0,

1, 0, ..., 0). Говорят, что игрок (/) применяет смешанную
стратегию s.= (s\, s?, ..., $*»), если он выбирает случайно

простую стратегию а* в 2,- с вероятностью sf.
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В § 13 был определен след T(aN) я-набора стратегий aN\
вообще, если Р={/1, /2, ..., ik) есть подмножество

множества N, след k-набора стратегий а/) = (а|-1, сг/а, . ..,а^),
по определению, есть множество

Т(ор)= l)T(vpy xN_p).
т

След смешанной стратегии si = (s^\k=\, 2, ..., т)
игрока (/) есть, по определению, множество

T(s{)= U Г (а*).

Таким образом, след стратегии s{ есть множество всех

позиций, которые могут встретиться в ходе игры, если игрок (/)
применяет смешанную стратегию $(.

Если игроки (1), (2), ..., (п) применяют соответственно

смешанные стратегии sx, s2, ..., sn, то ожидаемый выигрыш,

игрока (i) есть, по определению,

Fi (*,. st, ...,sn)= 23 <lS2* • • ■ snnFi (°?> <£••-. Ф).
ku k2,..., kn

Множество смешанных стратегий S; игрока (i) обозначается S(;
множество /z-наборов (sv s2, ..., sn), где S/€S/ для

каждого i, обозначается S или SN.
Теорема фон Неймана — Нэша. Всякая игра имеет

точку равновесия s—(siy s2, ..., sn) для смешанных

стратегий.
Это значит, что для всякого /

Fi(ti,sN_li])^Fi(s) (ttest).

Эта теорема будет доказана дальше в более общем виде.

Следствие. Теорема о минимаксе [31]. Для
всякого игрока (i) существует седловая точка для смешан-

ных стратегий, т. е. п-набор s такой, что

Ft С/, *N- {,}) < Ft (*) < Fi (*1>*„ - {,}) (' € S).

Другими словами, это означает, что, применяя siy игрок (/)
на основании второго неравенства может гарантировать себе

ожидаемый выигрыш, по меньшей мере равный F^s), и на

основании первого неравенства не может гарантировать ббльшей
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величины. Таким образом, st представляет для него

«хорошую» смешанную стратегию.

Заметим, что эту теорему можно написать так:

max minFt($,, tN_ j.p = min maxF^s^ <^_b{).

Отсюда название теоремы
— «теорема о минимаксе».

Пример. Игра «крик» (Кун). Рассмотрим игру,
определенную графом рис. 9. Имеются два игрока, и fx (х) =
=—/2(х)=/(х) указана у конечных ветвей дерева.

Ожидаемый выигрыш

указывается для различных возможных стратегий следующей
таблицей:

o'J=l о''Т=2

a;s=l;

<5=1;

a;"S= 2;

ajv5= 2;

Эта игра описывается конкретно следующим образом.
Игрок (1) состоит из двух агентов (Г) и (1"), которые не

могут прямо сообщаться

между собой, а игрок (2)
состоит лишь из одного

агента. Две карты, одна

«высшая»,

другая—«низшая», раздаются

наудачу агентам (Г) и (2);
агент, имеющий

«высшую» карту, получает

один франк от агента,

имеющего «низшую»

карту, и может либо продолжить, либо прекратить игру. Если

игра продолжается, агент (Г), не зная расклада, может

o[U=\ О —j
*'[U=2 О 1

<т;и=\ 1 О

aJv£/=2 —у
О
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приказать агенту (Г) оставить карту у себя или переменить ее

с картой игрока (2). Владелец «высшей» карты опять

получает один франк от владельца низшей карты.
Если бы (а,, а2) была точкой равновесия, то она была бы

седловой точкой, и мы имели бы

Но из таблицы сразу видно, что не существует точки (av а2),
удовлетворяющей этому условию.

Рассмотрим теперь общее выражение ожидаемого выигрыша

F(sv s2) в смешанных стратегиях и возьмем

*i=(«;=o, <=1, <=i, ^=0),
*, = (*; =4, s;=|).

Мы получим тогда

F(S„5;)=o+o+i.i+o=i,

Отсюда находим

F(tl9 StXF(Sl, ^)==1=/^, g ftgS,, tt$SE).

Следовательно, (siy s2) есть точка равновесия, и наибольший

средний выигрыш, на который может надеяться игрок (1),

равен -J-; следовательно, если бы игра продолжалась много раз,

он мог бы избрать раз и навсегда «хорошую стратегию» sx.

Практические способы вычисления седловой точки для

смешанных стратегий будут исследованы дальше (§ 25).
Замечание. Мы предположили здесь, что множество 2/

конечно; в противном случае смешанной стратегией
игрока (I) называется любое распределение вероятностей 5,.==
= (Р (°/) Iа/€ 2,-) на 2j. Тогда ожидаемый выигрыш игрока (/)

будет Fi(s„ s„ ..., sn) =

= S 5 $ Fi (°p **>•••> *,) dP (°i) * («.) ■ ■■<*/> Ю-
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Мы увидим дальше (§ 23), что, вообще говоря, теорема

фон Неймана — Нэша применима к этому случаю.

§ 16. Упорядоченные игры и упорядоченная форма
игры. Игра называется упорядоченной, если

Гл;ПГу = 0 для хфу.

Говорят, что в упорядоченной игре х предшествует уч
х^у, если у£Тх. Мы сразу видим, что ^ есть

отношение упорядоченности.
Всякой игре, определенной локально, т. е. по отношению

к начальной позиции х0, можно поставить в соответствие

эквивалентную упорядоченную игру, которую можно описать еле-
m

дующим образом: «позицией» х новой игры мы назовем

любую последовательность (xQ, xlt ..., л;Л), где k — любое целое

число и где хр£ Тхр_г (р&* 1, p^k). Правило Г новой игры

определяется равенством

Функции предпочтения ft (х) определяются как

//(*«> *i. **> ---.**)=sup{//(^)Ip>o. /><*}•
Информационному множеству U ставится в соответствие

информационное множество

£={(*..*!.*,. ...,**)1*>0; xp£Yxp_x (р<Л); xk£U).

Определенная4таким образом игра называется упорядоченной
формой первоначальной игры.

Рассмотрим, например, игру рис. 10. Упорядоченная форма
этой игры изображается графом рис. 11.

Первоначальная конечная игра стала бесконечной

упорядоченной игрой, но число информационных множеств не

изменилось; заметим, что игра в упорядоченной форме является

монотонной.

7/00 >//(*) Для у£Тх.

Если игра имеет ограниченную длительность, функции
предпочтения игроков достаточно задать лишь на конечных

позициях игры.
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Часто бывает удобно провести локальное исследование

игры в ее упорядоченной форме; тем не менее, некоторые

позиционные свойства игры исчезают при исследовании

упорядоченной формы. Точнее говоря, упорядоченная форма есть

представитель «класса эквивалентности» игр, и в

упорядоченной форме можно изучать лишь те свойства, которые являются

общими для всех элементов класса эквивалентности.

Мы заметили в гл. I, что не всякая стратегия

упорядоченной игры может быть стратегией первоначальной игры.

Рис. 11.

Напротив, в играх с информационными схемами можно

поставить во взаимно однозначное соответствие стратегии

первоначальной игры и стратегии §е упорядоченной формы:
первоначальная и упорядоченная формы будут иметь одинаковые чисто

стратегические свойства.
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Теорема 1. Если в неупорядоченной игре имеется
полная информация, то в ее упорядоченной форме может

не быть полной информации.
Теорема 2. Всякая нормальная игра упорядочена.
Теорема 3. Упорядоченная форма изовалентна тогда

и только тогда, когда первоначальная игра изовалентна;

упорядоченная форма вполне изовалентна тогда и только

тогда, когда первоначальная игра вполне изовалентна.

Теорема 4. В упорядоченной форме игрок (Щ имеет

полную информацию об игроке (i) тогда и только тогда,
когда в первоначальной игре игрок {k) имеет полную
информацию об игроке (i).

Следствие I. В упорядоченной форме почти полная

информация для игрока (I) имеет место тогда и только

тогда, когда это имеет место в первоначальной игре.
Следствие II. В упорядоченной форме полная память

для игрока (/) имеет место тогда и только тогда, когда
это имеет место в первоначальной игре.

§ 17. Циклы. Рассмотрим игру (Г, Ц, v, тг0, /) в

упорядоченной форме. Цикл, по определению, есть множество С
в X такое, что

1) ГСсС;
2) если СП Иф О, £/gU, то t/czC;

3) если СП U= О, СП ft/^= О, £/£Ц, то для некоторого

индекса h имеет место соотношение CczTvhU;
4) С=Г£, где B={x\xZQ T~xf) С= О}. Множество В

называется базой цикла С.

Теорема 1. Если Сх и С2 — такие циклы, что один

не содержит другого, то

1) СгГ\С2 есть цикл с базой Bxf]B2;
2) Cl — C2 есть цикл с базой Вх—В2.
Можно исключить случай, когда BxzdB2 или (B2Z)Bx)>

так как тогда мы бы имели

Cl = YB1^TB2 = C2.

Можно исключить случай, когда f (Вг — В2) Q £2 =£ О, так

как тогда существовало бы множество О такое, что

ипв^о, tU(]Bt^O.
3 к. Верж
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Для этого множества U и для некоторого индекса h можно

написать на основании условия 3:

Таким образом, полагая

1{Вх-В2)Г\Вг = Т{В2-Вх)[\Вх = 0, ВхфВ„

получаец, отсюда

Г(в,-Я2)сС,-С2,
f(S,-S,)c:C2-C„

Г(Я,ПЯ2)с:С,ПС2,

f (5, - В2) U Г (В,
- В,) U t (В, П Bz) = С, U С,.

Итак,

f(S,-5,) = C,-C„

Г(Я2-в,) = С,-С„

Г(5,П5,) = С,ПС„

Мы сразу видим, что С, П Сг есть цикл с базой 5,П5,.
Для С, — С, условия 1 и 2 выполняются. Покажем, что

выполняется условие 3. Если

ип (С, — С,) = О, tun (С,—С,) =^о,

то не могло бы быть UcCt, так как отсюда следовало бы,
что ТисСг и tU() (Cl — Ci) = 0. Следовательно,

unct = o.

Поскольку tu П С, 7^ 0> существует индекс А такой, чго

C,<=fvAi/.
Тем более

c;-c2ahhu,

что и требовалось доказать.

Пусть С—цикл множества X и пусть х£В. Обозначим
через р(х, а) вероятность иметь х при а = (<з1, аа, ..., ап).
По определению, ограничением игры циклом С называется
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игра Г= (Г, U, V, тг0, /) с множеством позиций С,
определенная следующим образом:

1) Га:= Га: (х£С);
2) v не меняется;

3) U есть ограничение П циклом С;
4) за вероятность позиции х(£В) берется число

2jP(x, а)
хев

независимое от а; если х ¢£, принимаем тг0(а:) = 0;

5)/i(x)=fi(x) (х£С).
Если дан /z-набор смешанных стратегий s = (s1, s2, ,..

...,sn) для этой новой игры, то игрой, дополнительной к Г

относительно s, называется игра Г* (s) = (Г*, И*, v*, 5*,/*)
на (X— С) U В, определенная следующим образом:

1) Т*х=Тх(х£Х— С); Г*л;=0(л;е£);
2) v не меняется;

3) U* есть ограничение U множеством X—С;
4) тг» = тг0(*);
5) если х£Х—С, полагаем

если х£В, полагаем

ПW= S ^ (*; 5f', ^2. .. ■, Й") if' ^ ... #.

Теорема 2 [19]. Пусть s есть п-набор смешанных

стратегий и С—такой цикл, что T(s) f|C^=0;
$ есть точка равновесия тогда и только тогда, когда

ее ограничение s циклом С есть точка равновесия игры Г
на множестве С и когда ее ограничение s* множеством

X—С есть точка равновесия в игре Г* (s).
Если 5 и 5* — точки равновесия в играх Г и Г* (я), то

$ есть точка равновесия для игры Г, так как иначе

существовала бы такая стратегия tiy что

3*
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или, обозначив через F- и О* ожидаемые выигрыши в играх Г*

(s) и Г* (s,v-.} / ь у, мы бы имели

С другой стороны, поскольку s есть точка равновесия в игре

Г, имеем

F/(«»)^Oj(e) («65),
откуда

а это противоречит допущению, что s* есть точка равновесия.

Обратно, если s* не есть точка равновесия, то

существует такая стратегия tiy что

?,(**-{<},<,)> ад.
Если 7(5) П С^О, имеем

/*,(**-{/}, *?®^)>/7/(«).

Следовательно, 5 не есть точка равновесия в Г. Такое же

рассуждение справедливо для s*.

Теорема 3 [6]. Если T(sio) П СфО, T(s() П СфО
(/^=/о), п-набор s есть точка равновесия тогда и только

тогда, когда существует такой п-набор 7, что

.1)^=^(/^/,)5
2) F, (OS*/7, ('*-{*}, й;) (в, g5,);

3) 5* £с/ш> точка равновесия в игре Г* (t).
Доказательство такое же, как доказательство

предыдущей теоремы.
Теорема 4. Если T(sis) П С=Оу T(stl) П СфО, то

п-набор s есть точка равновесия тогда и только тогда,

когда s* есть точка равновесия в игре T*(t) относительно

п-набора 1 игры Г.
Доказательство то же.

Замечание. Если Ср С2, ...>Ck — попарно

непересекающиеся циклы множества X, то можно определить таким же

образом дополнительную игру множества игр с опорными цик-
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лами Cj, С2, ..., Ck относительно множества стратегий $\

s2, ..., sk этих различных игр. Теоремы 2, 3 и 4 остаются

в силе.

§ 18. Разложение информационной схемы. Две
информационные схемы U и 33 называются эквивалентными, т. е.

Ц -^- 33, если существует взаимно однозначное соответствие

а,-—►Tj между множеством 2J1 стратегий а,- с информацией
Ни множеством 2/ стратегий т^ с информацией 33 такое, что

для Oj-^Tj, а2—>т2, . ..,ал—*тя имеем

/>(*, ар а2, ..., а„) =/?(*, тр т2, ...,т„) (л: €*).
Это соответствие естественно распространяется на

смешанные стратегии. Если s,-—> t{ (/=1,2, ..., л), имеем

^.(^,5,, ...,^) = ^.(^,^, ...,*„).

Лемма 1. Если U и 33 — две эквивалентные

информационные схемы, 5 = (5П52, ..., sn) — точка равновесия с

информацией^ XX и s{—>t{ для всякого i, то п-набор t =

= (tv /2, .
.., tn) есть точка равновесия с информацией 33.

В самом деле, при этом имеем

Ft(tti9 *л-|/})< F((s) (u^S?).

Следовательно,

что и требовалось доказать.

Информационная схема U называется непосредственным
разложением (относительно i) информационной схемы U,
если для всех k каждое информационное множество из XXk
принадлежит также XXk, за исключением множества £/, такого,
что

1) и=иг U U%gVLh Uv иж€Щ;
2) если Г (о,) fit/, =^=0, то Г (а£.) П £/t = О.

Рассмотрим, например, информационную схему XX рис. 12.

Ее непосредственное разложение указано на рис. 13.

Можно всегда определить путем последовательных

разложений информационную схему И', не зависящую от

принятого порядка разложений, которая уже не может быть

разложена. Эта информационная схема по определению называется
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полным разложением множества П. Отныне (§ 18, 19, 20,
21) мы будем всегда предполагать, что информация изова-

лентна.

Рис. 12. •

Лемма 2 (Дальки). Две информационные схемы И и

93 эквивалентны тогда и только тогда, когда их полные

разложения W* и 33' совпадают.

Фундаментальная теорема [6]. Пусть в

конечной игре Р(а N) — множество игроков, для которых ин-

Рис 13.

формация 11* почти полная; существует точка равновесия
вида

S={SN-P> °р)> где SN-p€SN-P> ар€^Р-

Достаточно показать, что при информации U' существует
точка равновесия вида (sN_p, аР)- В самом деле, поскольку

схемы Ц и W эквивалентны (лемма 2), для
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точка (sN_p, Op) есть точка равновесия с информацией Ц
(лемма 1).

Рассмотрим при информации Ц* семейство всех циклов С,

строго содержащихся в X и таких, что X есть единственный

цикл, строго содержащий С. На основании теоремы 1 (§ 17)
можно всегда предположить, что рассматриваемые циклы

попарно не пересекаются; поступим таким же образом с каждым

из этих циклов и т. д. Поскольку игра конечна, придет

момент, когда уже нельзя будет разлагать полученные циклы.

Таким путем образуется дерево, начальная вершина которого
лежит в X, а конечные ветви — неразложимые циклы.

Точка равновесия смешанных стратегий строится

постепенно, начиная с конечных ветвей фундаментального дерева

циклов, точно так же, как для теоремы Цермело—фон Неймана

(§ 7); используя замечание (§ 17), нетрудно довести до конца

остальные пункты доказательства.

Следствие 1. Если Ц'— почти полная информация
для игрока (/), то этот игрок может гарантировать себе

посредством чистых стратегий такой же выигрыш, как и

посредством смешанных стратегий.
Следствие 2. Если информация \Х*— полная для

всех игроков, то существует точка равновесия a = (av а2,...
..., а„) в чистых стратегиях.

Обратное предложение (Берч). Рассмотрим
информацию, вполне изовалентную и не почти полную для

игрока (/); тогда можно найти функции предпочтения, при

которых мы получим для всякой точки равновесия
5 = (5j, 52, .

.., sn) отношение sfil;. О построении такой

игры см. [6].

§ 19. Стратегии поведения. Любому информационному^
множеству U(с И() поставим в соответствие распределение

вероятностей тг?=тг?(/г) (h£HQ) на

ttFW^O, 2*?(А) = 1;
Л

тт^ == тс/7 (£/ € И/) есть, по определению, стратегия поведения

игрока (/).
Мы говорим, что игрок (/) применяет стратегию

поведения тг,-, если во всяком информационном множестве t/(cU/)
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индекс выбирается случайно согласно функции распределе-
и

НИЯ ТГ/ .

След Т(ъ{) стратегии поведения те,- определяется, так же

как для смешанных стратегий, как множество позиций,
которые можно будет встретить, если игрок (/) применяет тг^.

Пусть z— элемент в Х0, и пусть z0
— первая встреченная

начальная позиция в множестве Vz\ если каждый игрок (k)
применяет стратегию поведения тхк, то вероятность получить z

равна

P(*;*i, *«»...»*„) = М*о) П тг"(й)... П Ttn(h).

rvA/7nr "Z-^O Гул£7п Ъ-г&О

Мы обозначим ожидаемый выигрыш игрока (/), когда игрок к

применяет стратегию поведения тгл, через

Pi (*„ тг2, ..., тгя) = 2 fi (Z)P(Zl *1> *а> • • •
> *„)•

При применении некоторой стратегии поведения наилучший
ожидаемый выигрыш игрока (/) равен

SUp inf /^(ТГ;, 9N-li\).

Пример. Рассмотрим опять игру «крик», описанную выше

(§ 15); мы видели, что наилучший выигрыш, который может

получить игрок (1), применяя смешанные стратегии, равен -j
.

Положим

a= Tcf(l), 1-а= тг?(2);
Р= <(1), 1-(5=^(2).

Стратегию поведения игрока (1) можно обозначить тг(а, [3).
Имеем

Л(«..0=+та_аР-
Следовательно,

sup inf F(nv a2) = 0.
щ a2
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Следовательно, наилучший ожидаемый выигрыш игрока (1)
для стратегии поведения равен нулю; он меньше наилучшего

ожидаемого выигрыша игрока (1) для смешанной стратегии,
1

равного -J-.

§ 20. Сравнительное исследование смешанных

стратегий и стратегий поведения. Если дана смешанная стратегия si9
то существует стратегия поведения тг,, в которой выборам
игрока (/) назначаются такие же вероятности и которая
определяется как

S.
*|УпГ(«*)^о

*?(А) =
__ <н (и) •

2 <
k\U[\T{^)^0

(если U П T(s{) = 09 то я? (А) определяется произвольно).
Тогда пищут Sj—ж£.

Подобно этому, если дана стратегия тг,., ей можно

поставить в соответствие эквивалентную смешанную стратегию
соотношением

UeUi

Мы пишем тогда тг,.—►$,-.
Теорема 1. Для тг,.—»st имеем

р (х; s(, a*_ | / j) =p (x; тг,.,*а^- {/)),

где
x €^ a^- {'} € 2iv~ {г }•

Это вытекает непосредственно из определения соответствия

Следствие. Наилучший ожидаемый выигрыш,

гарантированный посредством стратегии поведения, не больше

наилучшего ожидаемого выигрыша, гарантированного
посредством смешанной стратегии:

sup inf F{ (тг,., aiv- |М)< sup inf (s£, a^- J i }).
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Действительно, если тг£-—► $;, то

Fk{*i'°i*-{i))=Fkist>°#-{i)) (*€ло-

Теорема 12. Для того чтобы при s- —► тг,. имело место

необходимо и достаточно, чтобы игра была с полной
памятью для игрока (/).

За доказательством мы отсылаем читателя к# работе [19].
Теорема 3. Пусть Р— множество игроков, у

которых имеется полная память, и пусть s есть п-набор
смешанных стратегий*, если s{—►тг; (i^P), то

Fk(s) = Fk(np,sN_p) (k£N).

В самом деле, теорема 2 доказывается таким же образом,
если рассматривается множество игроков Р вместо

изолированного игрока (/); отсюда непосредственно вытекает теорема 3.

Следствие 1. Если имеется игра с полной памятью

для игрока (/), то наилучший ожидаемый выигрыш,

который может гарантировать игрок (/) посредством
стратегии поведения, равен наилучшему ожидаемому выигрышу,
гарантированному посредством смешанной стратегии-,

sup inf Fk (тг;, <j.v_ J / }) = sup inf Fk (sh gN- s ,)).

В самом деле, если st—► тг,., то на основании теоремы 2

inf Fk (тг,, qn_ {'}) = inf Fk (*i» a^v- | i }),
откуда

sup inf F{ (тг,, <j;y- {/}) > SUP inf Fi (5/> a^ -

{/ })•

Поскольку справедливо также обратное неравенство, теорема

доказана.

Следствие 2. Если имеется игра с полной памятью

для всех игроков, то существует точка равновесия
тг =(7^, тг2, ..., тгп) для стратегий поведения.

Это вытекает из теоремы 3.

Замечание. Для игры с полной памятью понятие

стратегии поведения эквивалентно понятию смешанной стратегии

и гораздо удобнее. В частности, стратегии поведения

оказались очень удобными для различных вариантов покера [19].
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§ 21. Составные стратегии. Пусть 28/— семейство

мгновенных информационных множеств игрока (/) (§ 14); следом

ограничения о( стратегии at- множеством 2В,- мы назовем

множество

T(at)= U Т(х{).

4= 4

Составная стратегия для игрока (/) определяется

распределением вероятностей si=p(ai)(ai^ 2;) на множестве

2f приведенных стратегий а/ и семейством стратегий

поведения пг Q2/). Для ограничений множеством Т (а{) первоначальной
игры (когда oi меняется).

Мы говорим, что игрок (/) применяет составную

стратегию ¢,-==(^, 7^(2,-)), если он выбирает приведенную
стратегию Oi согласно функции распределения 5Z- и затем

применяет стратегию поведения тг,- (а,-) для игры, ограниченной
множеством Т (а{).

Теорема. Существуют соответствия s{ —► с( между
смешанными стратегиями и составными стратегиями щкие,
кто если si соответствует с{ для всякого i(£P), то

Fk{*)=Fk(sN-P>'p) (*ело.

Доказательство этой теоремы такое же, как доказательство

теоремы 3 (§ 20), поскольку, как мы замечаем, ограничение

игры множеством 7^) приводит к полной памяти для

игрока (/).
Замечание. Составные стратегии представляют нечто

среднее между стратегиями поведения и смешанными

стратегиями; подобно стратегиям поведения, которые удобно
использовать для игр с полной памятью, составные стратегии можно

использовать в любых играх. Действенность составных

стратегий была, в частности, оценена в различных вариантах

бриджа [41].



ГЛАВА IV

НОРМАЛЬНЫЕ ВЫПУКЛЫЕ ИГРЫ

§ 22. Общее определение. Мы рассмотрим нормальную
игру /=(/j, /2, ...

, fn): игрок (1) выбирает независимо

точку х{ пространства Xh и это приводит для игрока (k)
к выигрышу fk (х^ х2, ...

, хп). Эта игра называется вы~

пуклой для игрока (/), если:

1) множество Х( есть выпуклое пространство, т. е.

выпуклое подмножество векторного пространства;

2) /,•(*!, х2У . ..
, хп) есть выпуклая функция по х(: для

любых положительных чисел р и //, сумма которых равна 1,

и для любых элементов х( и Х( множества Xt имеет место

Понятие выпуклости можно обобщить; функцию h (t)
называем квазивыпуклой, если множество {t \ h (t) ^ а } —
выпуклое для всякого а. Очевидно, всякая выпуклая функция
является и квазивыпуклой, но обратное положение неверно;

например, в пространстве R1 всякая монотонная функция
является квазивыпуклой.

Нормальная игра называется квазивыпуклой для

игрока (/), если вместо условия (2) имеем:

2') f{ (xv х2, . ..
, хп) квазивыпукла по х(. Наконец,

нормальная игра /=(/,, /2, . . .
, fn) вогнута для игрока

(/)— соответственно квазивогнута для игрока (/), если

нормальная игра {fN_i, — //) выпукла для игрока (/) —

соответственно квазивыпукла для игрока (/).
Независимо от вышеизложенного, нормальная игра

называется топологической сверху для игрока (/), если

1) X; — топологическое компактное пространство;

2) //(■*) — функция полунепрерывная сверху в

топологическом пространстве Х^
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Нормальная игра (Д, Д, ... , /„) называется топологи*

ческой снизу для игрока (/), если игра (/#_/,—//)—
топологическая сверху для игрока (/); наконец, нормальная игра
называется топологической, если каждое пространство Х{ —
топологическое и компактное и каждая функция Д(лг)
непрерывна на X— XI ^/- Разумеется, если говорится о вы-

пуклой топологической игре, нужно подразумевать, что

топология пространства Xt совпадает с топологией выпуклого

пространства Х{.
Игра с конечным числом стратегий при переходе к

смешанным стратегиям (§ 15) становится выпуклой топологической

игрой, поскольку ожидаемый выигрыш игрока (/) линеен

относительно всех переменных. Но существуют другие примеры

выпуклых топологических игр, в которых нет линейности.

Пример. Рассмотрим в плоскости R1 («море») две

движущиеся точки mt и т2, где тх представляет подводную

лодку, обнаружившую неприятельское судно т2. Пользуясь

наступлением ночи, судно т2 ускользает; естественно

предположить, что множество точек, в которых т2 может ока-"

заться с наступлением утра, есть выпуклое компактное

пространство Х2\ подводная лодка также имеет возможность

достигнуть в течение ночи любой точки выпуклого

компактного пространства Хх.
Пусть хг и х2— точки пространств Хх и Х2, которых

два судна решили достигнуть с наступлением утра, и пусть

f(x„ ^2) = 1^ — х2\— расстояние от хх до х2. Если цель

судна тх—приблизиться к т2, то его функция
предпочтения будет

/i(*i> *«) = —/(*!> *i)5

для т% примем

Функция /(aTj, ха), очевидно, непрерывна в Хх. Кроме
того, /(#!, х%) выпукла по хх, так как

1 (Р'х[ -\-р"х[) -xt\ = \p' {х'х - хш) +р' (*: -*.)!<

</ | х[ — хг | -\-р" | х[ — хг [.
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Игра является топологической выпуклой для т2 и

топологической вогнутой для тх. Здесь для тх есть, очевидно,

наилучшая стратегия, состоящая в том, чтобы приблизиться как

можно ближе к «центру» выпуклого множества Хг. Если

Х2 — Хх =т«^ О, беглец тх также имеет наилучшую

стратегию— удаляться как можно больше от Хх. В общем случае
здесь нет точки равновесия.

§ 23. Существование точек равновесия для

квазивогнутых игр, В том случае, когда Х„ Х2, ...
, Хп — локально

выпуклые векторные пространства, существование точки

равновесия вытекает непосредственно из обобщения известной

теоремы Какутани.
Теорема 1 (Тихонов — Какутани [22]). Если К—

выпуклое компактное подмножество локально выпуклого
векторного пространства X и если Г— полунепрерывное
сверху отображение множества К в К такое, что Тх

выпукло и непусто для всякого X в К, то существует
точка лга в К такая, что х0 £ Гл;0.

1. Если V—замкнутая окрестность нуля, многозначное

отображение Bxx— x-\~V замкнуто. В самом деле, если

у0$Вхх0, существует симметричная окрестность нуля W

такая, что

(x. + V)(\[yt + W+W)= 0,
откуда

(*+V)nty.+ VP) = 0 (*€*„ +W).
Если К— компактное множество, отображение В2х= К

полунепрерывно сверху и согласно теореме 11 (§9)
отображение Bt (х) = (Вх П В2) х полунепрерывно сверху. Согласно

теореме 2 (§ 9) отображение ВЛх= (Bt • Г)л;= (Г* + V) П А

также полунепрерывно сверху, так же как и

Следовательно, множество Fv={x\x£ (Тх -J- V) П К)
замкнуто, так как его дополнение В^О открыто.

2. Покажем, что если V—симметричная выпуклая
окрестность нуля, множество Fv— непустое.

Существуют точки х1У х2, . .. ,'хп в К такие, что

Кс и (*, + !/);
/=1
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выпуклая оболочка С этих п точек есть выпуклое
компактное множество пространства Rn; отображение В^х=
= (Га: -\- V) П С, как мы видели, полунепрерывно сверху;

В^х — выпуклое множество, содержащееся в С для всякого

х{£С); кроме того, ВАх непусто (для всякого х в С), так

как из того, что О =^ Га: с К с C-f- К, вытекает

(Г*+К)
непоследовательно, можно применить теорему о неподвижной

точке, доказанную Какутани [18] для пространств Rn:
существует точка а: в С, такая, что х £ В^х= (Га: -f- V) П С.

Отсюда Fv^= О.

3. Если V1 и К2 принадлежат фундаментальной базе £3

симметричных выпуклых замкнутых окрестностей нуля, можно

написать

FVl П Fv2 3 /¾Ра-

Множества Fv—замкнутые и содержащиеся в

компактном множестве — всегда имеют конечное непустое

пересечение, и, следовательно,

Пусть х0 — точка этого пересечения; а:0^Га:0, так как

в противном случае х0 не принадлежала бы Fv при

надлежащем выборе К, что и требовалось доказать.

Теорема 2 (Фон Нейман—Нэш). Пусть Хх, Хг, .. .,Хп —
локально выпуклые пространства; если на этих

пространствах нормальная игра является топологической и

квазивогнутой для всякого (/), то существует точка

равновесия а:=(а:1, х2У ...
, хп) в П Xt.

Рассмотрим многозначное непрерывное отображение

*ixN- i
=

\ XN- i / X Х(

и отображение Gh определенное равенством

ai*N-i= {y\y£TixN-i* ft СУ) = шах /,(*)}.

На основании теоремы 7 (§ 9) О,- полунепрерывно сверху, а

на основании теоремы 2 (§ 9) это относится и к отображению
Btx= проек О. проек х.
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На основании теоремы 6 (§ 9) отображение В= П Щ
i*N

также полунепрерывно сверху. Кроме того, множество

GixN-i — выпуклое непустое множество, что верно также

и для В(х и Вх. Следовательно, можно применить теорему 1,
и для всякого х= (х1У х2У ...

, хп) будет лг£ Вх, или

xt ^Btx= (проек) Gt. xN_ t (i £ N).
Xi

Отсюда

У

Следовательно, x есть точка равновесия.

Следствие 1 [30]. Если Xt — множество ^hi
распределений {на ht точках) р.= (р}у pfy ...

, pfl) и если

выигрыши имеют форму

// (PV />!•••••/>«)= S Р*1 Pk* * * * РпП ai [К *!»••• А),
hu h%y ...

то существует точка равновесия.

В самом деле, в этом случае Х{ есть выпуклое

компактное множество пространства /?Л*, и можно применить

теорему 2.

Следствие 2 [42]. Если Х( — множество

распределений (на единичном отрезке)^ имеющих равностепенно

непрерывные плотности

Pt=Pi we б [о, i])

и если

11 1

/i(Pv Р„ .... Рп)=11---1рЛ*1)-РшШ'"~
0 0 о

/яо существует точка равновесия.

Х{ есть выпуклое компактное множество банахова

пространства, и можно применить теорему 2.
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Следствие 3 [2]. Если Х{ — множество равномерно

дискретных *) распределений р( = (pj, р*, ... , р*, ...) а

если

fi(Pv Р» •••
> /0 =

00

то существует точка равновесия, когда выигрыши удов"
летворяют условию

со

2 «?(*.. *...... кх+°° село.

Здесь ЛГ- представляет собой выпуклое компактное

множество гильбертова пространства.
Следствие 4 [32]. Если ^, = ^, Х2= $п и если

1 \xi> хг)— /a l-^i' хх)— (х , Вх )
'

где А и В— два линейных отображения пространства

Rn в Rm и В таково, что скалярное произведение

(а:,, Вх2)^>0 (х1 £Х1У х2£Х2)у то существует точка

равновесия.

В самом деле, в этом случае fx [xv х2) квазивыпукла и

квазивогнута относительно двух переменных.

Теорема 3. В нормальной топологической игре
множество 53 точек ^-равновесия компактно.

Поскольку произведение Хх X ^2 X • • • X Хп =X
компактно, нужно доказать, что 5s — замкнутое множество.

Рассмотрим точку а:0 (£ Ss). Существует положительное

число е\ индекс i и элемент у. в Х{ такие, что

Л (Л, *лг-/)>/,(*°)+» + «'•

*) По-видимому, под термином «totalement discontinues» —

«равномерно дискретные» автор подразумевает следующее:
множество X дискретных распределений /> = (/?„ />а, ...

, рь, ...)
называется множеством равномерно дискретных распределений, если

00

для любого s > 0 найдется такое п, что У^ /te < * для всех р£Х.

[Прим. ред.)
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Поскольку fi(x) непрерывна, существует окрестность V(xQ)
такая, что

I// (Л, */Ы —ft (yh xN_;) | < у ,

I// (*•) -Л WКT I* € ^W- J € *]•

Следовательно, Se замкнуто, так как при x£V(x°)

£
2Л (Л. **-/)-Ьт>//(Л> 4/)>/,W+ e + e';

>/*(*)+* +
е'

Следствие. Б нормальной топологической игре
множество точек равновесия компактно.

В самом деле, имеем

5°= П 5е.

§ 24. Другие теоремы о существовании точки

равновесия. Предыдущие теоремы не могут дать никакого

указания на то, как действительно определить точку равновесия.

Кроме того, может оказаться полезным иметь критерий, не

основанный на предположении, что пространство локально

выпукло или что fi (х) непрерывна относительно множества

переменных х1У xv ...
, хп. Мы изложим здесь другие

теоремы существования с менее сильными топологическими

условиями и более сильными условиями выпуклости, чем

в предыдущих теоремах; они опираются на следующее
предложение.

Теорема 1. Пусть X—выпуклое компактное

множество в векторном топологическом пространстве, и

пусть $— семейство функций f(x)y выпуклых и

полунепрерывных снизу на X; если для всякого х{ (£ X)

существует fi ( € $) такая, что f. (х) ^> 0, то существует функ-
п п

циЯ /(X) = j$pkfk(x) (При Д€&. A><>. 2ft=1) та~

кая, что

inf/(*)><).
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Любому Xi (^ X) можно поставить в соответствие

положительное число г( такое, что

Л (**)>«*> о.

Множества Qf. = { л; |/^ (х) ^> г.} образуют открытое
покрытие пространства X, и можно, следовательно, выделить из

него конечное покрытие, скажем, йр Q2, ...
, Qn.

Рассмотрим отображение пространства X в /?л, определенное
соотношением

*-**"= (Л(*). /.(*), ..., /»W) = (5i. 5.. ... . U-

Образ X множества X не пересекается с конусом К

пространства Rn, выраженным уравнениями

S/O/ ('=1. 2, ..., л).
То же самое относится к выпуклой оболочке множества X,

так как в противном случае существовали бы элементы х19
xv " >

•> хт ^ X такие, что

Это неверно, так как для индекса k можно написать

№*=ЛЛ (*i> +РЛ (*.> + • ■ ■ + Pmfk (*J >

Поскольку К— выпуклое открытое непустое множество,

выпуклая оболочка X—выпуклое множество, непересекающееся с

К, и оба множества содержатся в /?Л, их можно разделить

замкнутой гиперплоскостью вида

2fl&= (ei' е2, ..., е„), рЛ>0, |>Л = Ь

Отсюда получим

2/>*/*(*)>i>*e*>o (*€*>•

Следствие 1 [4]. Пусть $— выпуклое семейство

функций f(x), выпуклых и полунепрерывных снизу на вы~

пуклом компактном множестве X. Если любой /(6¾)
можно поставить в соответствие хЛ^Х) такое, что



84 НОРМАЛЬНЫЕ ВЫПУКЛЫЕ ИГРЫ [гл. IV

/(Ху)<0, то существует х0{£Х) такое, что

/(*.)< О (/€$).
В самом деле, если бы это было не так, то всякому х

в $ можно было бы поставить в соответствие элемент /
семейства $ такой, что f(x)^>0. На основании теоремы 1

тогда найдется функция / в $ такая, что

Я*)>0 (*€*)■
Но это противоречит условию.

Следствие 2. Если нормальная игра двух игроков с

противоположными интересами вогнута для обоих

игроков (1) и (2) и является топологической сверху для

игрока (2), то наибольший выигрыш V, который может

гарантировать игрок 1, равен наименьшему выигрышу W,
который может гарантировать игрок (2).

Если функция предпочтения равна

/(*> У)=А(х> У) =—/2(х> У)>
то

V=supinif(x, у),
х у

W=Msupf(x, у).
У х

Поскольку W^zV, проверим обратное неравенство; имеем

inf/(x, y)^V (х£Х).
у

Возьмем положительное число s и положим

Fx00 =/(*, У)— У-е-

Всякой функции вида

можно поставить в соответствие у0 (£ X) такое, что

F (У») = % PkFtb (Уо) < FS№* СУ.) < °-
kz=z\

На основании следствия 1 существует у0 такое, что
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откуда

/(*. ЛХМ-е (*€*),
infsup/(A:, y)<,V-\-B.
У *

Поскольку 8 произвольно, имеем W^V.
Следствие 3. Если нормальная игра двух игроков с

противоположными интересами вогнута и является

топологической сверху для каждого из двух игроков, то

существует точка равновесия.
В самом деле, в. этом случае следствие 2 можно записать

как

maxmin/(.x;, <y) = min тах/(х, у).
х у ух

Точка равновесия (xQ1 у0) определяется соотношениями

пип/(л;0, у) = тахт'т/(х, у),
у х у

тах/(л:, j;0) = minmax/(A;, у).
х ух

Теорема 2. Пусть Х(— выпуклое компактное

множество (1^п) и %— выпуклое семейство п-наборов
/={fv /2, ...

, /п)у где f^Xt) —функция, определенная
на Xh выпуклая и полунепрерывная снизу. Если для лю-

п

бого х= (хг, хш, ... , хп) в П Х{ существует п-набор f

такой, что /((х{) > 0 для всякого /, то существует
п-набор /° такой, что

inf/>(*,)>0 (Кп).
Xi

Рассмотрим выпуклое семейство g^, образованное
функциями gl9 для которых существует элемент / в ^ такой, что

//(**)>0 (' = 2, 3, ... , л),
Л = &-

На основании теоремы 1 существует ^ в ^ такое, что

infft(^)>0.
«4
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Рассмотрим теперь выпуклое семейство ^t функций gt, для

которых существует элемент / в ^ такой, что

//(*/)>0 {/ = 3, 4, ...
, п),

inf/l(*l)>0> /, = ft-

В этом семействе, которое согласно вышеизложенному
непусто, существует g2 такое, что

Таким образом, мы получим постепенно семейство

искомых /.
Следствие. Если в игре, топологической сверху для

всех игроков, Ф( (yi9 х) =/, (х) —f( [yh хц- ,•) вогнуто
по х, то множество S8 точек ^-равновесия выпукло и

непусто.

§ 25. Основное приложение: как играть в нормальную

игру. Рассмотрим нормальную игру с двумя игроками, в

которой результат выбора индекса (/) игроком (1) и индекса (у)
игроком (2) есть

/. ел=-4
Для определенности рассмотрим матрицу (ду),

определенную следующими числами:

/=1 1= 2 1= 3

У=1'
У=2

0 —2 2

1 2 —2

Если игрок (1) может использовать лишь «чистую

стратегию», то он в качестве хорошей стратегии выберет /=1,
так как mina}= 0, тогда как

/
min a)= min а) = —- 2.

Однако, если он выберет эту стратегию «/=1», иногда

называемую также «максиминной» стратегией, он может

гарантировать лишь выигрыш -0 = 0. Его оптимальная смешан-
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ная стратегия, а именно, р0 = (-^, 0, -^-), обеспечивает ему

бблыную величину математического ожидания выигрыша
"2

v =
-^-,

и на основании теоремы о минимаксе не может быть

существенно лучшей стратегии. Таким образом, игрок (1)
должен применить механизм, который выберет наудачу

чистую стратегию [/=1 с вероятностью рх = -г> /= 3 с

вероятностью pf = -^-j и, таким образом, он может придти к

тому, что выберет стратегию с индексом / = 3, которая
совсем не является максиминной. В частности, отфбда видно,

почему хорошие игроки в покер иногда «блефуют».
Заметим, что если математическое ожидание выигрыша

<у =~ бесспорно предпочтительнее гарантированного

выигрыша v= 0, когда игра повторяется достаточно много раз,

это менее очевидно, когда имеется лишь одна партия. Тем

не менее, мы согласимся с этим, не желая возобновлять здесь

старые споры об основах понятия «математическое ожидание».

Мы видим согласно вышеизложенному, что главной

алгоритмической задачей теории игр является вычисление

оптимальной смешанной стратегии. В посвященной этому вопросу
литературе были предложены многочисленные алгоритмы,

более или менее действенные, но мы ограничимся здесь
краткими указаниями.

Рассмотрим матрицу Лет строками и п столбцами, где

пересечение строки / и столбца j есть alj. Положим

М=*{\, 2, ...
, /»}, N={\, 2,...,4 и А = а% Если

/сМ, JcN, то матрица aj получается, если вычеркнуть
в #дг строки с индексами, не содержащимися в /, и столбцы
с индексами, не содержащимися в У; для вектора xN
(рассматриваемого как матрица-строка) таким же образом
определим хг

Обозначим через s^=(l, 1, ...
, 1) вектор, у которого

п составляющих равны 1, через 0^= (0, 0, . ..
, 0) —

вектор, у которого п составляющих равны нулю, через

elN— (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...
, 0) — вектор, у которого 1-я

составляющая равна 1, а остальные равны нулю. Наконец,

если а^—квадратная матрица, через \а%\ ^обозначим ее
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определитель, через а*%—транспонированную матрицу
(с а*{= а)), через aN —присоединенную матрицу (с ~а{=

Мы хотим определить точки равновесия (а:0, у0) в

нормальной игре двух игроков, где х выбирается из Х—9&

у из у= ц$п и где платеж равен скалярному произведению

х на преобразование а^у вектора у; иначе говоря,

т п

/(*, у)— 2 2^/^=(½. ЯлО>>

На основании предшествующих теорем точки равновесия

(л;0, /) образуют множество S X Т в RmXRn, где 5 и Т—

выпуклые компактные непустые множества.

С другой стороны, известно, что если С—выпуклое
компактное множество в локально выпуклом векторном

пространстве (каким является Rm), тоС= С, где С обозначает

множество крайних точек С, и где А обозначает выпуклую

оболочку множества Л.

Чтобы найти множество S оптимальных стратегий для

игрока (1), достаточно, таким образом, отыскать все крайние
точки, которые определяются следующей теоремой.

Теорема Шепли — Сноу. Если x£S,y £Т, то

можно выделать из а^ квадратную матрицу aj такую, что

(е/,а/*/) (4 «/«/)
х* = —,— , у, = —=гт—. (А)

Обратно, если для квадратной матрицы aj формулы
(А) определяют оптимальные стратегии х и у, то x£S,

ye f.
Эта теорема легко доказывается в случае, когда

|ду[=^=0 (ср. [38]); в противном случае к каждому

коэффициенту dj мы прибавим постоянное число Ь, что не изменит

ни оптимальные стратегии, ни формулы (А).
Замечание 1. Можно также выразить формулы (А) в

сжатых тензорных обозначениях. Отождествим вектор xN с

матрицей-строкой и обозначим через xN транспонированную

матрицу-столбец. Отождествим также число а с матрицей,
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состоящей из одной строки и одного .столбца. Тогда в

качестве произведения матриц можно рассматривать скалярное

произведение (xN, yN) = xN*yN. Далее, преобразование xN
матрицей а$ будет yM= a%xN.

Из формул (А) следует:

«г

еУ

•1

-а{.
а/-
а/

е"

г1

• г1

Таким образом, можно заменить систему (А) системой

(А')

J '
у —О !

Sj-dj'S

Ч

Цена игры равна

у'=-*, у»~'=0»-'.IlW

ТЛ J пи

V=(x, aNy) = xrary'= _у

Поскольку а/«ау=5у|ау(, окончательно имеем

1а',1
V= -i-^i-

. (Б)
(«л «/«/)

Замечание 2. Практически для отыскания S

испытывают квадратную матрицу aj, вычисляя V по формуле (Б).
Векторы х и у, определенные формулами (А), принадлежат
S и Т тогда и только тогда, когда

(^fl^^V (/«У).
В самом деле, другие соотношения будут всегда

выполняться; например, всегда имеет место



ГЛАВА V

КОАЛИЦИИ

§ 26. Общие определения. Мы рассмотрим здесь игру
п лиц в нормальной форме: каждый игрок (/) выбирает чистую
стратегию в пространстве Х{ и в случае выбора точки х—

= (*i! *а> •••» Хп) пространства Х= ["] X. игрок (i) получает

выигрыш fi(x). Подмножество Р множества ЛГ={1, 2, ..., п)
называется коалицией, если игроки Р имеют возможность

обсуждать между собой ситуацию, чтобы выбрать совместно

стратегию, которую они будут применять.
Иначе говоря, если Р—коалиция, то она предписывает

своим членам выбор точки хр в Хр= П ^,-> и если / £ Р, то

наибольший гарантированный выигрыш игрока (/) будет

vi(P) = \nif£(xp, yN_p).
У

Если числа vt (Р) известны до образования коалиции, то

мы говорим, что они образуют систему платежей; тогда

игра имеет следующий вид.

Рассмотрим семейство «^ подмножеств множества N,
могущих составить коалицию для игрока (i); если #С«!р/, это

значит, что i£H и что коалиция И разрешена правилами

игры. Предполагается, что всегда {/} € ^-.
Игрок (/) независимо от других игроков выбирает

множество Н; в §t-; обозначим буквой К такое множество, что

К=Н1 для всякого / в Ку и буквой L—множество,
состоящее из одного элемента /0, не принадлежащего ни одному

множеству* К. Очевидно, семейство, образованное
множествами К и множествами /,, есть разбиение множества N;
множество этого разбиения, содержащее /, называется

коалицией игрока (/) и обозначается Dt.
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Цель игрока (/) — сделать число v{ (D-) возможно большим.

Таким образом, получается нормальная игра п лиц, в которой
выигрыш игрока (/) равен g{(Hv //а, Hv ..., //,,) = ^.(/¾).

При такой формулировке возможность кооперироваться не

ставит новых задач перед игроками, за исключением выбора
системы платежей {vt(P)\i^P^ P£N}; он определяется в

различных случаях различными аксиомами.

1. Аксиома общей выгоды.

2>,- (Р) = sup inf Г 2Л (хР, У*. ,)1 == v (Р).
i€P х у [/йР J

2. Аксиома устойчивости. Для любого множества

Q(czP) существует /gQ такое, что

vi(P)^vi(Q).

Первая аксиома означает, что члены коалиции Р

действуют с целью наибольшей общей выгоды сообщества Р: они

стремятся прежде всего увеличить насколько возможно общий
выигрыш

/,(*) = !!//(*)•
UP

Вторая аксиома означает, что внутри коалиции Р никакое

подмножество Q не имеет желания отделиться от остальной

коалиции, что неизбежно произошло бы, если бы было

Vi(P)<vt(Q) ('€<?)•
Можно всегда удовлетворить первой аксиоме (с точностью

до е, если пространство X бесконечно); напротив, вторая
аксиома вполне может оказаться неосуществимой. Тогда можно

принять различные варианты аксиомы устойчивости.
3. Аксиома индивидуальной устойчивости.

vi(P)^vi({i}) = v(i) (i^P).
4. Аксиома общей устойчивости. Для любого

множества Q(czP)

]vi(P)^^1vi(Q).Ж
5. Аксиома эффективности. Если существуют

множества К и Р(з/С) такие, что

2M*)s*2MQ) (Kcq<=p),
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то

vi(P) = 0 (i£P-K).

Третья аксиома, очевидно, есть следствие второй аксиомы

(когда мы ограничиваемся множествами Q из одного элемента).
Далее, из аксиомы общей устойчивости вытекает аксиома

устойчивости. Понятие эффективности есть вариант понятия

устойчивости для тех игр, в которых общий выигрыш fp (х)
можно разделить всевозможными способами между игроками
коалиции Р (трансферабельность).

Когда какая-нибудь аксиома оказывается неосуществимой,
можно все же попытаться найти иной подход к задаче.

Поскольку понятие индивидуального предпочтения недостаточно,
мы введем другие, более сложные понятия.

Отношения предпочтения в Х= П X,.
eeN

Отношение предпочтения игрока (/) в X предполагается
i

известным; это отношение квазиупорядоченности ^
i

1) рефлексивное: х^х,
i t t

2) транзитивное: если х^у, y^z, то x^z;

3) полное: для любого х и любого у имеет место либо

х^у, либо у^х.
Отношения предпочтения в Хр= ПXt. Пола-

i

гаемлгр^^, если любой точке xN_p в XN_P можно

поставить в соответствие точку yN_p в XN_p такую, что

Другими словами, игрок (/), если он не знает выборов
игроков множества N—Р, должен предпочесть хр, а не ур.
Мы видим, что это также отношение квазиупорядоченности:

рефлексивное, транзитивное и полное.
р

Отношение ^ и ^. Если 9^, 3ft2, ..., 9ftn—отно-
р

шения в множестве X и если PciV={l, 2, ..., я}, то их

объединение dip или [ U 9¾] определяется как отношение сле-
ieP
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дующим образом: хШру тогда и только тогда, когда xfllrf
по меньшей мере для одного элемента / в Р.

Аналогично определяется пересечение $RP или [П 91/]

xWy тогда и только тогда, когда х^Я{у для любого / в Р.

Таким образом, х^у означает, что по меньшей мере один
р р

игрок множества Р предпочитает а:, а не у, а х^у

означает, что всякий игрок множества Р предпочитает х, а не у.
р

Отношение ^ есть отношение рефлексивное и транзитивное.
Отношение ^ обладает свойством полноты: для любых х и у

р

имеет место х^у клку^х.
р р
р

Отношение = есть эквивалентность, но отношение = не

является эквивалентностью. р

Дополнительные отношения. Если 8¾ —

отношение в X, то дополнительное отношение 9¾ определяется
условием: хШу тогда и только тогда, когда хШу неверно.

Непосредственно проверяем, что отношения, дополнительные
I Р i р

к ^2, ^г,^, суть соответственно <Л <[, <\
р р

Отношение предпочтения сообщества Р.
Если отношения определены функциями предпочтения fi (а:),

р р

отношение Ь^ определяется следующим образом: xh^y тогда

и только тогда, когда

ieP ieP
Р

Непосредственно проверяем, что 5^ есть отношение квази-

р

упорядоченности, и отсюда выводится строгое отношение £-
р

и отношение эквивалентности ^; имеем
р р

1. *[^П>].У=>*КУ=>*>.У;
р р
р р р

2. x^y=>xt:y=> *[> U =]у;
р

3. х=у =:}х^у =>*[(> П <) U Щу.
р р
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Р можно рассматривать как одного игрока, имеющего от-
р

ношение предпочтения ir; тогда Р называется сообщест-
р

вом, и <^ называется отношением предпочтения этого

сообщества.
Если игра не является игрой с платежами, можно тем не

менее доказать существование отношения

квазиупорядоченности, удовлетворяющего пунктам 1, 2, 3. Поскольку это

р

отношение не единственное, чаще всего за отношение с- при-
р

нимают отношение [^ Г) ^>]> которое является транзитив-
р

ным, но не рефлексивным.
Замечание. Если игроки не имеют возможности

вступить в коалицию, можно рассматривать другие модели

переговоров, вообще менее эффективные, чем коалиция,

имеющие, впрочем, одинаковые задачи; упомянем
следующие:

А. Двустороннее соглашение. Двустороннее
соглашение есть «предварительная игра», которая проводится

следующим образом: ь

Первый.эта п. Игрок (/) может предложить игроку (k)
следующую сделку: если игрок (k) обязуется выбрать свою

стратегию в подмножестве X1 множества Xk, игрок (/)
обязуется выбрать свою точку xt в подмножестве Х\
множества Х{.

Второй этап. Игрок (k) принимает или отвергает

сделку; обсуждаются другие предложения.
Третий этап. Игроки играют одновременно; если игрок

(/) принял множества Х\у Х\, ...,
X" то он должен выб-

рать точку х( в множестве П Xi9 которое предполагается
kuN

непустым.

Такая же сделка может быть, очевидно, совершена между
несколькими игроками (многостороннее соглашение).

Б. Угроза. Игра с угрозой есть неодновременная игра,

которая проводится следующим образом:

Первый этап. Каждый игрок (/) выбирает точку z{
множества Xh называемую угрозой.

Второй этап. Все игроки объявляют свои угрозы.
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Третий этап. Независимо от других игроков, игрок

(/) устанавливает значение uL выигрыша, который он считает

возможным получить.

Четвертый этап. Если существует в X точка х=

=(*i>*,» •••> *„) так*я, что

/,(*)>«, (/ело,

то требования и{ совместимы, и каждый игрок (/) обязан
применить х(; он получит только ut. Если требования

несовместимы, то каждый игрок (/) обязан применять свою угрозу z(.
Другими словами, если § (w) = 5(^, и2, ..., ип) есть

функция, равная 1, если требования совместимы, и 0 в противном

случае, то игрок (/) получит

F, (г, и) = а, 5 (и) +/,. (z) [1 - Ь (и)].

Для игры двух лиц задачи определения «справедливых»

требований решены Нэшем [29].
В. Соглашение с трансферабельностью. Мы

говорим, что имеется трансферабелъность, когда игрок имеет

право уступить часть своего выигрыша другому игроку в

возмещение за оказанные услуги. Если Р—сообщество
игроков с трансферабельностью, то общий выигрыш fp {х) =
= ^i/i(x) может быть распределен всевозможными спосо-

бами. Трансферабельность не только не усложняет задачу,
но, как мы увидим дальше, значительно ее упрощает.

§ 27. Различные экстремальные точки пространства X.
Понятие точки равновесия, изученное в предыдущих главах,
может привести к многочисленным обобщениям, если

предположить, что игроки могут заключать взаимные

соглашения; поэтому необходимо дать классификацию этих

понятий.

Точка х называется улучшаемой для множества

игроков Р, если существует точка ур множества Хр= fl Xt

такая, что

р

*[<Jn <]0>р, %-/>)•
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В противном случае точка называется неулуцшаемой для

Р, и мы имеем

х>и>](уР, xN_p) (у£Х).

Игра называется паретовой на множестве А

пространства X, если для всякой точки а: в Л не найдется другой
точки, принадлежащей А и лучшей, чем х, для множества N.

Игра называется паретовой, если она паретова на X. Это

понятие, принадлежащее Парето, хорошо известно

экономистам; читатель может сам перевести его на интуитивный язык

экономики. С чисто математической точки зрения, которая

нас интересует, мы замечаем, что паретовы игры
представляют обобщение игр с соперничеством, в которых

для всякого х («игр с нулевой суммой»).
Теорема 1. Всякая точка простого равновесия в

игре с сообществами Р,, Р2, ..., Pk не улучшаема для Р,,
р*»., рк-

Это вытекает из § 26.
Точка х называется вполне улучшаемой для множества

игроков Р, если существует точка ур такая, что

р

х<(Ур> *n-pY

В противном случае х называется Р-насыщенной, и мы

имеем

х^(уР, xN_p) [у£Х).
р

Точка х называется точкой равновесия для множества

игроков Р, если

р

x^(yPi xn_p) {У£Х).

Точка простого равновесия есть точка равновесия для

всякого множества {/}; точка сильного равновесия есть

точка равновесия для всякого множества N— {*}; точка

равновесия для множества N называется оптимальной точкой.
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Если 9$=\PtJ Р2, ..., Pk) — разбиение множества N, то

х называется точкой равновесия типа $, если она является

точкой равновесия для каждого из множеств P1V.., Pk.
В общем случае х есть точка равновесия для Р

относительно множества игроков К, или точка равновесия для

ЩК, если

р

*>{Ук> xn-k)
'

Су€^о-

Теорема 2. Если У$'—подразбиение разбиения ^, то

точка равновесия типа 9$ есть также точка равновесия

типа ф'. ^' = (Рп Р'2, ..., Р]) называется подразбиением
разбиения ^J==(P1, Р2, ..., Pk), если

1) 9$' ejTb разбиение множества ЛГ;
2) для Я^п^^О имеет место P^czPp.
Предложение следует из того, что при Р'аР точка

равновесия для Р есть также точка равновесия для Р'.

Следствие. Всякое равновесие типа $Р есть простое
равновесие.

Это непосредственно вытекает из предложения 2.

Теорема 3. Всякая точка равновесия типа ^5 =
= (Pt, Р2, ..., Pk) есть точка простого равновесия в игре

для сообществ Pv Р2, ..., Рк.
Это непосредственно вытекает из § 26.
Теорема 4. В игре, паретовой на множестве А =

з?= YLA; пространства XN, все точки сильного равновесия
N

множества А эквивалентны в смысле = и хуже в смысле

N

<;, чем другие точки равновесия множества А.

Действительно, если х в А есть точка сильного

равновесия, а у
— другая точка равновесия, то

N-1

*>(*!> Ум- О-

Поскольку х — неулучшаемая точка для N, имеем также

1

Поскольку у
— точка равновесия, заключаем отсюда, что

1
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Поскольку игрок (1) выбран произвольно,
N

х^у.

Кроме того, если х и х — две точки сильного

равновесия, они являются также точками простого равновесия и можно

написать

N n

х^х', х'*^х,
или

N

х^х'.

Следствие (Фаркарсон). В паретовой игре двух игро-
N

ков все точки равновесия эквивалентны в смысле =.

Действительно, в игре с двумя игроками всякая точка

равновесия есть точка сильного равновесия.

Теорема 5. Пусть $= (P„ Я2, ..., Pk)— разбиение
множества N и Q,, Qt, ..., Qk— подмножества N; если

в игре со смешанными стратегиями можно поставить

в соответствие всякому х и всякому у точку равновесия
вида (yQj, An_qj), то существует точка равновесия типа

(^/Qx> PJQ» -.., РМ-
Доказательство такое же, как доказательство теоремы

фон Неймана — Нэша (§ 23).
Пример. Конкуренция на экономическом рынке. Три

фабриканта (1), (2), (3), конкурирующие на рынке, могут
продавать либо по высокой цене (-J-), либо по низкой цен£
(—); прибыль каждого из них определяется в единицах

прибыли следующей таблицей:

а

Ъ

с

d

е

f
g
h

Цены

11
—

: t
- —

+
—

+

+

+

Выигрыши

3
0
0
1

12
5
5
1

3 3
0 12
12 0
5 5
0 0
1 5
5 1
1 1
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Точки простого равновесия: d, /, gy h.

Точки равновесия для Р={1,2}: нет.

Неулучшаемые точки для Р={1, 2}: с, d, еу /, g.
Насыщенные точки для Р= jl, 2\:су d, е, /, g.
Насыщенные точки для Р={1, 2, 3}:я, Ь, с, d, е, /, g.
Точки равновесия для сообщества Р={1,2}:£, d, е, /.
Точки равновесия для сообщества Р={1, 2, 3}:£, с, е.

Платежи: v({i})=\; г>({1, 2}) = 6; v({\, 2, 3})= 12.
Игрок (1) при отсутствии переговоров и информации

выбирает низкую цену, которая гарантирует ему единицу

прибыли; при трехсторонних соглашениях или при игре с

угрозами он получит а; при двустороннем соглашении между

игроками (1) и (2) он получит g или h.

Если допускается трансферабельность, то можно получить

<\0)= Т' «,({1,2})=4= 3, *,({1,2,3}) =^= 4.

Тогда каждому игроку выгодно составить коалицию Р={1,
2, 3}, что приведет к прибылям Ьу с или е.

§ 28. Характеристические функции v(P). Для того

чтобы измерить полезность коалиции, нет необходимости знать

все данные, определяющие игру; в частности, можно

ограничиться чрезвычайно упрощенной характеристикой игры, а

именно ее характеристической функцией.
Характеристической функцией игры называется

функция v(P)t определенная на подмножествах Р множества N и

равная наибольшему выигрышу, который может гарантировать

коалиция Р. Имеем

v(P) = sup lnifp(xp, yN_p).
х у

Теорема 1. Для того чтобы функция v (Р),
определенная на подмножествах Р множества N, была

характеристической функцией игры, необходимо и достаточно,
чтобы:

1. v(O) = 0;
2. v{P,[}P2)^v{P,)-\-v{P2), если Plf]P2 = 0.

Условие необходимо. В самом деле, положив

f0 (#)==0, имеем пункт (1). С другой стороны, если РА и Рг

4*
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не пересекаются, зададим положительное число е; тогда

существуют хрх и хр2 такие, что

fpi(xpl1yN^p1)^v(Pl)—B {y£X)t
/я2(^^-р2)^^(р2)-5 СУ 6 JO-

Следовательно,

откуда

* (Л U Я2) = sup inf/Л и/>2 (atPi иР„ yN„Pl_p2) ^

3^(^)+^,)-28.

Поскольку s произвольно, пункт 2 доказан.

Условие достаточно. Рассмотрим игру, в которой
игрок (/) выбирает подмножество Н( множества N такое, что

H^i. Отметим множества К такие, что Н(= К(1£К), затем

множества L такие, что Z. = {/0}, Hi0^K для всякого К-
Не может быть ни КО К' Ф О, если КфК'у ни K0L=£O,

ни L{\L'=^0, если L^L'\ отмеченные множества не

пересекаются.

С другой стороны, если / не принадлежит ни одному
множеству Z., множество Н( есть множество К0 такое, что

/ £ KQ. Следовательно, отмеченные множества образуют
разбиение множества ЛЛ

Обозначим через Dt отмеченное множество, содержащее /,
через | D( | — число элементов Dt и положим

ft(HvH„ ..., Нп) = щ\^(0().
Если игроки (/J, (/2), ..., (ik) образуют коалицию

Р= {iv /2, ..
., ik) и если они выбирают Hil = ///а= .. .

...=//^ = Я, то коалиция Я может гарантировать

2/,(//,, Я„ ...,Ha) = v(P).
ieP

На основании пункта 2 они не могут гарантировать

больше этого; следовательно, v (Я) есть характеристическая

функция определенной таким образом игры.
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§ 29. Характеристическая мера т(Р). В

нижеследующем тексте мы будем предполагать, что

V(N)— V v(t)>0.
i е N

В самом деле, в противном случае никакая коалиция не

будет представлять интереса для игроков, и теория будет
тривиальной. При этом характеристической мерой игры мы

назовем функцию

t>(P)- 2 v(l)

т{Р) = 'А*
.

v(N)- 2 vll)
ieN

Мы сразу увидим интуитивный смысл этой функции, если

заметим, что величина т (Р) выражает выгодность этой

коалиции для игроков множества Р; если т (Р) == 0, игроки
множества Р не заинтересованы в образовании коалиции, а если

т(Р)=\у игроки множества Р не заинтересованы в

расширении своей коалиции.

Теорема.
1. т(О) = 0;
2. m(Pl UР2)^гп(Р1)-{-т(Р2)у если Р1(]Р2 = 0;
3. m(i) = 0;
4. m(N)=\.
Это вытекает непосредственно из предыдущей теоремы.
Следствие 1. т(Р)^0.
Другими словами, т (Р) есть супер-аддитивная мера.

Следствие 2. т(Р) есть характеристическая
функция, и всякая характеристическая функция,
удовлетворяющая равенствам 3 и 4, совпадает со своей мерой.

Действительно, если характеристическая функция v(P)
удовлетворяет равенствам 3 и 4, ее мера равна

т(Р)=
/дп %* =*(Р)-

v(N)~ ]£v (t)

Игра с характеристической функцией т (Р). называется также

приведенной формой игры с характеристической функцией
v[P) или просто приведенной формой игры v(P).
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Следствие 3. Множество характеристических мер
есть выпуклое множество М. Если я^4, экстремальные
тонки множества М суть характеристические функции,
принимающие лишь значение 0 или 1.

В самом деле, если т (Р), т' (Р) £ /И; /?, р' ^ 0; р -\-р = 1,
то w(P)= pm(P)-\-p'm' (Р) удовлетворяет условиям 1, 2,

3, 4. Итак, на основании следствия 2, это есть

характеристическая мера.

С другой стороны, если т(Р) равна 0 или 1, то это есть

экстремальная точка множества М. При Ж 4 справедливо
также обратное предложение (см. [27]).

Вектор a = (at, a2, ..., an) пространства Rn называется

предпосылкой игры f(P), если

1) <*,>*(/) (|'€Л0;
2) 2а/<"(Л0-

Таким образом, предпосылка есть способ представления
возможных выигрышей игроков после окончания партии;

естественно принять пункт 1, так как игрок (/) не примет

никакого соглашения, если он не будет уверен в том, что

получит столько же, как и играя изолированно; пункт 2 вытекает

из определения функции v(N). a= (a1, a2, ..., aw)
называется сильной предпосылкой, если

1) a, 5*0(/);

2) ±*t = v(N).
i UN

Игра называется кооперативной, если игроки имеют

возможность обсуждать между собой ситуацию и обязаны на

первое место ставить выгоду сообщества N. Другими
словами, в кооперативной игре с трансферабельностью
возможные выигрыши игроков суть сильные предпосылки (в
частности, это имеет место, если ^f.(x) = Q для любого а:).

I* €;V

В кооперативной игре без трансферабельности сильные

предпосылки суть векторы вида [vx (N), v%(N), ...,vn(N)],
удовлетворяющие аксиоме общей выгоды и аксиоме

индивидуальной устойчивости (§ 26).
Приведенной форме т (Р) игры v{P) соответствует

приведенная предпосылка, представляющая собой вектор
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a. = (av аг,.. ., ап)> определенный соотношением

keN

Имеем:

1. fl, > 0;

2. 2**<1-
i

Если a — приведенная сильная предпосылка, то

l..afS2s0;

2. 2Je,= i.
1

§ 30. Эквивалентные игры. Первая задача, с которой
встретились в теории коалиций, состояла в следующем:

сравнить две игры v(P) и v(P) такие, что вся коалиция

имеет сравнимые выгоды в той и другой игре; были предло.-
жены три отношения эквивалентности.

1) Сильная эквивалентность: полагаем v (Р) ~ v (Р),
если т (Р) = т (Р) для любого множества Р.

2) Эквивалентность: полагаем v(P) :^ v(P), если

существует взаимно однозначное соответствие =^= между

предпосылками этих двух игр, так что если a =^а, Р~ р, то

f(P)- S *t ъ^- 27'"
i € Р iuP

ом- 2 h v^- 2 P/

3) Слабая эквивалентность: полагаем v(P)^v(P)y если

существует взаимно однозначное соответствие между

предпосылками этих двух игр, так что если аз*ос, Р^р, то

1) &/}>Р/ эквивалентно а£ ^> pf;

2)«,>р/ ) { «/>?;
(для всякого / в Р)

.2 «,<*(^
i€ Р

>■ эквивалентно { (для
всякого / в Р)

(6?
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Эти три отношения рефлексивны, симметричны и транзи-

тивны я являются, следовательно, отношениями

эквивалентности.

Теорема 1. Для того чтобы было v(P) ^v(P)j
необходимо и достаточно, чтобы существовали константы

С, ¢,, с2У ..., сп такие, что

1) С>0;
2)v(P)= Cv(P)+Jl с{ (РсЛО-

Условие необходимо. Если т(Р) = т(Р), то

v\P)- 2 «W v{P)- 2 v(i)
(йР iuP

Положив

»w-S vd)
C==

/€Л'

»(ло-2 ио'

с,.=т>(/) —Cti(/),

мы получим соотношения 1 и 2.

Условие достаточно. Если имеют место

соотношения 1 и 2, то

v(P)~ У v(i)

т(Р) = ф =

c^(iV>+2 ci~cS^w- S с<*
r*€iV i'€iV /€jV

Теорема 2. Сильная эквивалентность влечет за to-

бою эквивалентность, а эквивалентность влечет за собою

слабую эквивалентность.

В самом деле, если v (Р) -ч- v (Р), то

v(P) = Cv(P)+ 2 с,.
/6Р
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Рассмотрим взаимно однозначное соответствие,

определенное равенством

otj = Са,- -j- Cj.
Имеем

f(/>)- 2 ч &(P)+ 2 */-c2 «*- 2 c<
ieP iuP isP ieP

«и- 2 p,-~~ ci,(P)+ 2 c,-c2 й- 2 c,-~
*€/> i€/» /eP ieP

.i[P)- 2¾
e

»(/>)- 2 R'

Следовательно, v(P)z* v{P).
• Рассмотрим теперь две предпосылки а и р и их образы

аир при отношении ^. Покажем, что это отношение

определяет также слабую эквивалентность.

1. Если «f^p,., то

Поскольку а и р — предпосылки для v, имеем также

2. Если а, > р, (/ € Я), 2 а« < « С). т0

ия)-2Р/>^)-2а/>°-
Для числа &(&^г0, /?<^1) можно написать

f(fl- 2 ai *>(р)- 2 «*
(eP iuP——k

v(P)- 2 h v^~ 2 P*
/€/» iuP

Отсюда

«(f)- S «/=*№)-2Й>*MP)- S„«#].*€/> !'€/> teP

Следовательно,

^)- 2 a,-^0.
iuP
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Таким образом, можно написать

af.^> р£. (для всякого / в Р),

/е Р

что и требовалось доказать.

Лемма. Если установлено взаимно однозначное

соответствие между векторами множества

и если /2/?w #/]>ft/, a«—» a, ft <—> ft имеет место a^>bbmo
a= a (<*€$„)•

Лемма очевидна для #=1 или /2 = 2. Будем рассуждать
по индукции и предположим, что лемма справедлива для п— 1.

Покажем сначала, что если (я,, #2, ...
, 0^)+--+(^, #2, ... ,ап)

и если #, = 0, то #, = 0. В самом деле, если ах^>0,
рассмотрим вектор ft из ^5П такой, что

*1 = 0<alL

Образ ft вектора ft удовлетворяет отношению ft, <^ а, =0,
что нелепо.

Итак, <—•> устанавливает взаимно однозначное соответствие

между векторами вида (0, я2, #f, ...
, ди), и, следовательно,

образ такого вектора равен

я = (0, я2, flt, ...
, fl„).

Для вектора a= (av я2, .. .
, дя), не имеющего нулевых

компонент, имеем я,+я2<0» и можно написать

ft = (ft1 = 0, ft2 = ^+^2, bt = av ..., ftw = a„)<—
<--ft= (0, fl^+fl,, fl8> •••

» an)-

Поскольку ai= bi для /^3, имеем также

a/ = ft/ = a/ (/^3).
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Поскольку это рассуждение можно провести с другими

компонентами, кроме первых двух, мы получаем а = а.

Теорема 3 [24]. В кооперативной игре слабая

эквивалентность, эквивалентность и сильная эквивалентность
совпадают.

На основании теоремы 2 достаточно показать, что для

v (Р) ^ v (Р) имеем v (Р) ^ v (Р).
Взаимно однозначное соответствие а ^ а устанавливает

взаимно однозначное соответствие #<—►# между

приведенными предпосылками, так что равенство

ui v[N)„y\v (/) У ui — v (дг) _ v v (/)
itv itb/

равносильно равенству

a = __ «*-*(*>_ >fr = __

^--^(0 .

v(N)-~J\v(l)
^ l

v(N)^y\v(l)
'

i'Tn ieN

2) соотношение

а{>Ь(Ц£Р), ^а^т(Р)
равносильно соотношению

Следовательно, на основании леммы мы имеем а= а, откуда

т(Р) = т(Р).

§ 31. Функция Шепли Ф(г>). Мы видели, что когда

игроки образуют коалицию Р с трансферабельностью,
необходимо условиться заранее о способе дележа общего выигрыша
коалиции /Р(х); эта задача решена Л. С. Шепли.

По определению, Ф {v) называется функцией Шепли, если

она ставит в соответствие всякой числовой функции v(P),
определенной для подмножеств Р в N, вектор

Ф(г>) = (Ф,("), Ф», ... , Фя(*))

пространства Rn так, что имеют место следующие условия.
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1. Аксиома симметрии. Если тг обозначает

перестановку в N, v(P) и v(P) — две числовые функции такие,

что v(P)=v(tiP) для любого Р, то

2. Аксиома эффективности. Если

К—подмножество множества N такое, что v(P) = v{P(\K) для любого

P(aN), то

y<!>k(v)=v(K).
шк

3. Аксиома линейности. Если v и w— две

функции множества P(PaN), \ и \х — действительные числа, то

Ф (kv -j- \iw) = ХФ (v) -\- цФ (w).

Лемма 1. Если К таково, что v(P) = v(P(]K) для
любого Р, то

¢,.(^) = 0 (IGK).

В самом деле, если i£K, то множество K[){i}
удовлетворяет для любого Р соотношению

v(P{][K\j{i}]) = v(Pf]K[) [K[){i}]) = v(PnK)=v(P).

Поэтому можно написать

%<Pk(v) = v(K)= v(KU {*'}) = 2Фк(v) + Ф,(v)t.
ke!< МК

Итак, мы имеем ¢,.(^) = 0.

Лемма 2. Если К обозначает подмножество

множества N, Vk (Р) — характеристическую функцию, равную 1,
если Pz)/C, и 0, если РфК, то характеристическая

функция v(P) может быть записана как

где

^=2(-1)^-^(0).
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В самом деле, если дано множество Р, можно написать

$«Л(П-£«,-£.(в[Д(-1)«п-М|=
КсР

Величина в скобках равна 0, если p=^=q1 и равна 1, если

p
= q; следовательно, предложение доказано.

ТеТэрема 1 [39]. Для игры v(P) существует функция
Шепли Ф(т>)> притом единственная.

1. Единственность. Пусть Ф(т>)— функция,
удовлетворяющая трем аксиомам (если она существует); покажем

сначала, что должно быть

4>k{vK) = lw\' еСЛИ ***;

\ 0, если НК.

В самом деле, пусть даны i(£K), j(£K); рассмотрим

перестановку тг в N такую, что тхК=К и m=j; имеем

ф/Ю= фя/(^)=ф/(^).

На основании аксиомы об эффективности можно написать

для всякого k в К

1=^(А0=2ф/Ю=1^1ф*Ю-
Отсюда

Кроме того, на основании леммы 1 можно написать для

всякого k в N—К

**(«*)=о.

Наконец, используя лемму 2, можно написать

K?zO К^О Къ1
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2. Существование. Непосредственно убеждаемся, что

трем аксиомам удовлетворяет функция

Теорема 2. Вкладом игрока (ik) в перестановку
TtN=(iiy /2, .. .

, ik, ...
, in) называется число

Vik{n)=v({iiy i2, ..., ik})—v({iv iv ..., /л-1});

Ф/ (г;) равна среднему значению
—р^ I/- (тт) вкладов игро-

тс

Имеем

<М*)=Е-пп-£ (-1)^-^(0)=

-ЕиоЕ (— !)*-«■ (и —9 — 1)!

¢,/ *=,
* (А-9-1Яя-*)1'

ИЛИ

■=£(*-|>,(Т-'" ию-«(*-{/»].

Отсюда получаем утверждение теоремы.
Следствие. Ф (г;)==(Ф1 (г>), Ф2И, ...

, Ф„Н) гсш»

сильная предпосылка игры v (Р).
В самом деле, У((т1)^у(1) для всякой перестановки тт,

откуда

Ф, (v) ^ v (/);

с другой стороны, на основании аксиомы об эффективности
имеем

^ф.(г,) = г,(Л0.
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Основное применение. Положим

v*{P) = v(Kr)P),

Покажем, что в том случае, если допускается трансфера-
бельность, эти числа v{ (К) можно принять как систему
платежей (см. § 26) и что на основании определения Ф этот

способ распределения является единственным симметричным

и аддитивным.

В самом деле, v( (К) удовлетворяют аксиоме общей выгоды,
так как

Они удовлетворяют аксиоме эффективности: если для двух

множеств К и Р имеет место соотношение

v(Q)=v(P) (KaQaP),

то имеет место также,

vi(P) = 0 (i£P-K).

Они удовлетворяют аксиоме индивидуальной устойчивости

Можно спросить, удовлетворяют ли они также аксиоме

устойчивости, т. е. существует ли во всяком множестве

Q(czP) такое /, что

< vi(P)^vi(Q).

Можно установить, что в большинстве случаев это имеет

место.

Пример 1. Рассмотрим игру голосования (q; wlf
W2i • • •

» wn) c n игроками; положительное число w{ есть

число голосов, которыми располагает избиратель (/), а

положительное число q есть число голосов, необходимое для

избрания одного представителя. Итак, т—число

представителей, которых может избрать коалиция Р,— равно частному
от деления 2^/ на Я- Игру можно сделать трансферабель-

ной, предположив, что каждый избранный представитель,
чтобы отблагодарить своих избирателей, распределяет между
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ними некоторую денежную сумму *), которую мы примем

равной 1; тогда v(P) = m.

Чтобы разделить эту сумму т согласно симметричному
и аддитивному способу, удовлетворяющему аксиоме

эффективности, нужно приписать игроку (/) долю, равную vt (Я).
Рассмотрим для определенности трех избирателей (1), (2)

и (3), при wl = \y w2 = 3, w9 = 4, <7 = 5. В перестановке тт

вклад Vi (тт) может быть равен лишь 0 или 1, и он будет равен
1 для игроков, обозначенных жирными цифрами в таблице:

112 2 3 3
2 3 13 12
3 2 3 12 1

Отсюда находим на основании теоремы 2

«,({1, 2, 3}) = »,({1, 2, 3}) = i, v,{{\, 2, 3})=|,
*,({1, 2}) = vt({l, 2}) ==0,

«,({1. 3}) = «,({1. 3}) = г»2({2, S}) = v,({2, 3}) = 1,
^(1)=^(2)= ^,(3) = 0.

Мы видим, что эта система удовлетворяет аксиоме

устойчивости: если Р—коалиция, то никакое подмножество Q
коалиции не будет стремиться выйти из коалиции, так как

найдется i £ Q, для которого не выполняется неравенство.

М0)>*,(Я).

Заметим, что если Р={1, 2, 3}, Q= {2, 3}, то

»(Q)=5>(Q)=^4-=2^ ^-
i €Q ieQ

Следовательно, эта система не удовлетворяет аксиоме общей

устойчивости.
Пример 2. Рассмотрим определенную выше (§ 27) игру,

описывающую конкуренцию на экономическом рынке; значе-

*) Таким образом, в условия игры включены подкуп
избирателей и их неравноправность. Такая «игра голосования» чужда
идеологии советского читателя. Однако задача моделирует некоторые

реальные явления, сопутствующие буржуазной демократии и с

математической стороны представляет несомненный интерес. {Прим. ред.)
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ния функции Шепли v{ (Р) равны

vt({\, 2, 3}) = »,({1, 2, 3}) = г/,({1, 2, 3})= 4,

^({1,2})=^({1,2})=...=3,
^(1)= ^(2) = ^,(3)=1.

Эти числа удовлетворяют аксиоме устойчивости и даже

аксиоме общей устойчивости: для любого подмножества Q
в Р имеем

ieQ

§ 32, Теория фон Неймана— Моргенштерна. Фон

Нейман и Моргейштерн в своей теории не рассматривают

полную систему платежей {v{(P)\i^P, PczA/}, но занимаются

исключительно возможными предпосылками a = {vi (N) \l £N\.
Итак, пусть Л — множество предпосылок.

4 Если даны две предпосылки а и р в Л, то говорят, что а

доминирует над р, и пишут а £~ р в следующих случаях:
п п

Г. 2ai^2Pi:a^"P тогда и только тогда, когда суще-
1 1

ствует непустое множество игроков Р такое, что

2. 2ai <C2Pi:a?""P тогда и только тогда, когда суще-
1 1

ствует непустое множество игроков Q такое, что

*/>M*€Q), 2 «,>г>(ЛГ—Q).

В первом случае сообществу N выгодно предпочесть а,
а не р; если предложены две предпосылки аир,
существует множество Р игроков, предпочитающих а, и эти игроки

имеют право вынести решение ввиду того, что сообщество Р
особенно «притесненное». Во втором случае сообщество N

предпочитает р, а не а, но единственные игроки, которые

могли бы воспротивиться выбору а — это игроки множества

ЛГ— О, которые не имеют влияния, вследствие того, что

сообщество N— Q получит все же больше своей доли.
Мы замечаем, что отношение £~ нерефлексивно: ни для

одного а в Л не может быть aj-a.
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Теперь возникает задача — определить точки а в Л,
которые следует предпочесть другим в смысле отношения £-;
если бы £~ было отношением строгой упорядоченности на

конечном множестве Л, то нужно было бы выбрать «максимальный

элемент»; поэтому нам нужно обобщить понятие максимума
для нерефлексивных отношений £-, которые необязательно

будут отношениями упорядоченности.

Множество 5(сгЛ) будет по определению решением игры,
если:

1) аН-р Для а, р£5;
2) для любого fteS существует а в 5 такое, что а £- р.
Пункт 1) говорит, что никакая точка в 5 не может быть

подчинена другой точке множества S; пункт 2) говорит, что

всякая точка, не входящая в 5, может быть подчинена точке

множества 5.

Если 5—решение, то а принадлежит S тогда и только

тогда, когда она не подчинена ни одному элементу множества

S; итак, решение есть наибольшее множество точек, которые
не могут доминировать одна над другой.

Если Л — конечное числовое множество и если £- есть

отношение «превосходит», то существует лишь одно реше-

шение, и это решение будет состоять из одного элемента —

наибольшего из всех чисел множества Л. Вообще

предположим, что отношение £~ можно представить деревом, причем,

а £- р означает, что аир находятся на одной ветви, причем

а находится ближе к конечной точке ветви, а р ближе

к начальному элементу а0; в этом случае решение также

является единственным и есть множество всех конечных

точек.

Теорема 1. Кооперативная игра с трансферабель-
ностью имеет решение 5={а0} из одного элемента тогда
и только тогда, когда У\ v(i) = v(N); в этом случае S

ieN

есть единственное решение игры.

п

Если 2 v (*) =v (Л/)» то сильная предпосылка а ?=

= (г>(1), г>(2), ..., v(n)) представляет единственное решение.
п

Если 2 v (О <Сv (N) и если игРа имеет решение,

состоящее из одного элемента а, то для р^а имеет

место а£- р.
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Мы построим предпосылку р, для которой это будет
неверно.

Имеем

£*,= v(N)>£v(l).
Следовательно, для индекса /0 имеем

Положим е = а,-0
— v (i0) ^> 0 и рассмотрим предпосылку р,

определенную соотношениями

3/= «(+^гт ('^'.)-

Поскольку мы допускаем трансферабельность, то р
действительно есть сильная предпосылка множества А и, кроме того,

р=^а. Далее, если а£~р, то пусть Р—множество игроков

такое, что

Из первого условия вытекает Р={/0}, что противоречит

второму условию.
Теорема 2. £сл# предпосылка а принадлежит

решению 5, то

min 1А (тг) < а, < max 1/,. (тг) (/ £ ДО-
it it

Обозначим, как и раньше, через

вклад игрока (ik) в перестановку •n= (il1l21 . ..,/„).
Положим ^= max ^ (тг) и предположим, что для предпосылки а,

k

принадлежащей решению 5, и для индекса / имеет место

Мы покажем, что это предположение приводит к

противоречию.
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Рассмотрим вектор р = ф1, р2, ..., рп), где

P/ = ai
— Сл—1)е,

Р/= а/ +s С/=^0.
6>0.

Если взять 6 достаточно малым, р будет предпосылка (так
как oCf^fy^O). Покажем, что р доминирует над а. Имеем

Отсюда

rtj.1-/<»i«'-'>.
откуда, беря s достаточно малым, получим

2 Р/<*(лг-о.

Поскольку Ру^>а£. для всякого / (=7^= *)> это показывает,

что р доминирует над а.

В частности, поскольку а £ S, имеем p$S. Следовательно,
существует предпосылка у, которая доминирует над р, и для

множества игроков Q получаем

откуда
V>h>b (/€<?-*)•

Следовательно, поскольку у не может доминировать над а

(потому что а 6 5, у ¢5), имеем

S Y/>*(Q-')-
/6Q-/

Из этого неравенства заключаем, что / € Q и что

«/—(я—1)е= р/<у£=
= 2y/— S Y/<*(Q> — ^(Q—*)<*/.

Поскольку это справедливо для сколь угодно малого е,

то мы доказали, что а,- ^ Ь(1 а это противоречит условию

теоремы, что и требовалось доказать.
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Теорема 3. Если предпосылка а удовлетворяет
аксиоме общей устойчивости, т. е. если

2а,>*(Я) (Pc:N),
сГр

то эта предпосылка а принадлежит любому решению S.

В самом деле, если а£б\ то существует предпосылка j3
в 5 такая, что для множества Р имеем

Отсюда вытекает

Да,<>(Р).

Следовательно, а не может удовлетворять условию
теоремы.

Приведем теперь несколько теорем о существовании

решения, которые вытекают непосредственно из теории игр

Ним (§ 8).

Пусть X—множество предпосылок игры п лиц. Если

х£Х, обозначим через Гл; множество предпосылок,

которые могут доминировать над х. Положим Л'0 = {л;/Гл; = О}
и рассмотрим подмножество А множества Х0.

Множество Sa в X есть, по определению, решение

относительно А, если

1) yiYx для х, у £SA;

2) для x$SA, xiA существует у в SA такое, что у g Гл;.

So есть решение в смысле фон Неймана—Морген-
Штерна; Sx0 есть слабое решение, т. е. наибольшее

множество всех элементов х, которые доминируют над всяким

элементом, не находящимся в SxQ, который является

подчиненным.

Теорема 4. Если игра Ним (Г, Д, Х0 — А) допускает
функцию Гранди g {х), то множество {х \ g (х) = 0} = SA
есть решение относительно А.

Теорема 5 (Ричардсон). Если граф (Г, X) Т-коне-
яен и Г"-конечен и не содержит циклических последова-
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тельностей с нечетным числом членов, то существует
решение SA для всякого А {а Х0).

В самом деле, в этом случае существует функция Гранди
(§ 8, теорема 1).

Теорема 6 (фон Нейман — Моргенштерн). Если граф
(Г, X) локально конечен, то любому множеству А в Х0
соответствует решение SA, притом единственное.

В самом деле, в этом случае существует функция Гранди
для игры Ним (Г, А, Х0 — А), притом единственная.
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ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Агент [agent] 59
Аксиома индивидуальной

устойчивости [axiome de stabilite

individuelle] 91
— линейности [axiome de linea-

rite] 108
— общей выгоды [axiome de

l'interet general] 91
устойчивости [axiome de

stabilite totale] 91
— симметрии [axiome de symet-

rie] 108
— устойчивости [axiome de

stabilite] 91
— эффективности [axiome d'effi-

cacite] 91 (для системы

платежей), 108 (для функции
Шепли)

Активный игрок [joueur actif] 12

База цикла [base de cycle] 65
Бинарное отношение [relation

binaire] 10
Бридж [bridge] 55, 75

Верхнее обратное отображение
[inverse superieur] 18

Вклад игрока в перестановку
[apport de joueur dans

permutation] 110

Вогнутая игра [jeu concave] 76
Вполне изовалентная игра [jeu

totalement isovalent] 57
— улучшаемая точка [point

totalement ameliorable] 96

Выигрыш [gain] 13, 54
Выпуклая игра [jeu convexej 76

Гарантированная позиция
[position garantie] 20

Гарантированный выигрыш [gain
garanti] 20

Глобальное задание игры
[definition globale de jeu] 20, 29

Граф [graphe] 9

Двустороннее соглашение laccord
bilateral] 94

Диаграмма [diagramme] 14

Длина последовательности игры
[longueur de suite de jeu]
30

Доминирование [domination] 113
Дополнение семейства множеств

[complementation de famille

d'ensembles] 10
Дополненное семейство множеств

famille complemented
d'ensembles] 10

Дополнительная игра [jeu comp-
lementaire] 67

Дополнительное отношение

[relation complementaire] 93

Замкнутое отображение
[application fermee] 42

Игра без информации [jeu sans

information] 56
— голосования [jeu de vote| 111
— «конкуренция на

экономическом рынке» [jeu de

«competition sur marche economi-

que»l 98, 112
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Игра «крик» [jeu de «eric»] 61,
72

— Ним [jeu de Nim] 34

порядка p [jeu de Nim
d'ordre p] 34

— преследования [jeu des pour-
suites] 14, 46, 77

— с неполной информацией [jeu
avec information

incomplete] 53
платежом [jeu de paye-

ment] 12
полной информацией [jeu

avec information complete]
12, 56

памятью [jeu avec rap-

pel] 58
почти полной информацией

[jeu avec information presque
complete] 58

простыми платежами [jeu
preferentiellement fini] 27

угрозой [jeu de menace]
94

— Фан-Тан [jeu de Fan-Tan],
см. Простая игра Ним

Игрок Ijoueur] 12, 53
Изовалентная игра [jeu isova-

lentj 57, 70

Индекс [index] 53

Информационная схема агента

[schema d'information d'a-

gent] 58

игрока [schema
d'information de joueur] 53

Информационное множество

[ensemble d'information] 53

Квазивогнутая игра [jeu quasi-
concave] 76

Квазивыпуклая игра [jeu quasi-
convexe] 76

Коалиция [coalition] 90
— игрока (i) [coalition de (i)] 90

Композиционное произведение
[produit de composition] 33

порядка p [produit de

composition d'ordre p] 33

Конечная игра [jeu fini] 30

Кооперативная игра [jeu соорё-
ratif] 102

Локально конечная игра [jeu
localement fini] 30

в позиции x игра [jeu
localement fini en position л;] 30

— ограниченная игра [jeu
localement borne] 30

в позиции x игра [jeu
localement borne en
position x] 30

Локальное задание игры
[definition locale de jeu] 20, 63

«Максиминная» стратегия
[strategic «max-min*] 86

Матовая игра [jeu %de mat] 13
Мгновенное информационное

множество [ensemble
d'information instantane] 58

Многозначное отображение
[application multivoque] 9

Многостороннее соглашение

[accord multilateral] 94
Множество индексов [ensemble

des indices] 10
Монотонная игра [jeu monotone]

16, 63

Наилучший выигрыш [meilleur
gain] 20

Начальная позиция [position ini-

tiale] 12, 53

Непосредственное разложение
информационной схемы

[decomposition immediate de
schema d'information] 69

Непрерывное отношение

квазиупорядоченности [relation
continue de quasi-ordre] 45

— отображение [application
continue] 38

Неулучшаемая точка [point ina-
meliorable] 96

Нижнее обратное отображение
[inverse inferieur] 18

Нормальная форма игры [forme
simultanee de jeu] 57

Обобщенная теоремз Цермело
[theoreme generalise de Zer-
melo] 22
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Объединение отношений [reunion
des relations] 92

Ограничение игры циклом
[restriction de jeu a cyclej 66

Ограниченная игра [jeu borne] 30

Одновременная игра [jeu simul-

tane] 57

Однозначное отображение
[application univaque] 9

Ожидаемый выигрыш [gain espe-
гё] 54, 60

Оператор области [operateur de

dornaine] 16
Оптимальная точка [point

optimum] 96
Основное распределение

вероятностей [loi de probabilite
fondamentale] 53

Отношение
квазиупорядоченности [relation de quasi-

ordre] 11
— предпочтения игрока [relation

de preference de joueur] 12,
17, 92

ъ Xp [relation de

preference de joueur dans Xp] 92

сообщества [relation de

preference de comrnunaute| 93

Отображение [application], см.

Многозначное отображение

Паретова игра [jeu paretien] 96
— на множестве А игра [jeu

paretien sur Л] 96

Партия [partie] 12, 53
Пассивный игрок [joueur pas-

•

sif] 12
Пересечение отношений

[intersection des relations] 93
Позиция [position] 12

Покер [poker] 74
Полная структура множества

[ensemble des parties d'en-

semble] 10
Полное разложение

информационной схемы (decomposition
totale de schema

d'information] 70

Полунепрерывное сверху
отношение квазиупорядоченности

[relation de quasi-ordre semi-
continue superieurementj 45

Полунепрерывное сверху
отображение [application
semi-continue superieurement] 38

—

снизу отношение

квазиупорядоченности [relation de quasi-
ordre semi-continue inferieure-
ment] 45

отображение [application
semi-continue inferieure-
ment] 38

Поочередная игра [jeu alterna-

tif] 15

Порядковое число игры [nombre
ordinal de jeu] 30

Последовательность игры [suite
de jeu] 29

Правило игры [regie de jeu] 12, 53
Правильное семейство множеств

[fami lie collective
d'ensembles] 10

Предпосылка [imputation] 102
Предпочтительное множество

[ensemble de preference] 13

Приведенная игра [jeu reduitl
20

— предпосылка [imputation re-
duite] 102

— форма игры [forme reduite de
jeu] 101

Проекция [projection] 11
Произведение множеств [produit

des ensembles] 11
Простая игра Ним [jeu de Nim

simple] 34
Псевдоцикл [pseudo-cycle] 26

Разбиение множества [partition
d'ensemble] 10

Регрессивное свойство [propriete
regressive] 30

Решение игры [solution dejeu] 114
в смысле фон Неймана —

Моргенштерна [solution de
jeu en sens von Neumann —

Morgenstern] 117
относительно множества A

[solution de jeu relativement
A] 117
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Седловая точка [point-selle] 60
Семейство множеств [f ami lie

d'ensembles] 10
Сильная предпосылка [imputation

forte] 102
— эквивалентность игр

[equivalence forte des jeux] 103
Система платежей [systeme des

valeurs] 90
Слабая эквивалентность игр

[equivalence faible des jeux]
103

Слабое решение [solution faible]
117

След ограничения стратегии
мгновенным информационным
множеством [trace de
restriction de strategie a l'ensemble
d'information instantanee] 75

— смешанной стратегии [trace de

strategie combinee] 60
— ^-набора стратегий [trace de

fc-tuple des strategies] 60
— л-набора стратегий [trace de

/i-tuple des strategies] 54, 60
Смешанная стратегия [strategie

combinee] 59, 62
Сообщество [communaute] 94
Составная стратегия [strategie

composite] 75
Стратегия [strategie] 16, 54
— поведения [conduite-strategie]

71, 74

Строго гарантированная позиция

[position fortement garantie] 19

Структура |treillis] 10
— с дополнениями [treillis comp-

lemente] 18
— циклов [treillis des cycles] 25

Теорема о минимаксе [theoreme
'<min-max»l 60

— фон Неймана — Нэша
[theoreme de von Neumann —

Nash] 60
— Дермело — фон Неймана

[theoreme de Zermelo — von

Neumann] 27, 29
— Шелли — Сноу [theoreme de

Shapley — Snow] 88

Топологическая игра [jeu topo-
logique] 77

—

сверху для игрока (/) игра
[jeu topologique superieure-
ment pour (/)] 76

на (X0, Xu ..., Xn) игра
[jeu topologique superieure-
ment sur (XQ, Xlt ..., Xn)\ 46

на (Xly ..., Xn) игра [jeu
topologique superieurement sur

(Xu ...tXn)\ 45
—

снизу для игрока (/) игра
[jeu topologique inferieurement
pour (/)] 77

на (X0, X, Xn) игра
[jeu topologique
inferieurement sur (X0, Xu ..., Xn)\
46

на (Xlt ..., Xn) игра [jeu
topologique inferieurement sur

(Xu ...,*„)] 45
—

сумма множеств [somme
topologique d'ensernbles] 11

пространств [somme
topologique des espaces] 44

Точка абсолютного равновесия
[point d'equilibre absolu]
27, 55

— простого равновесия [point
d'equilibre simple] 96

— равновесия [point d'equilibre],
см. Точка абсолютного

равновесия, Точка равновесия по
отношению к начальной

позиции
для множества игроков

[point d'equilibre pour
ensemble des joueurs] 96

для P относительно К
[point d'equilibre pour P re-

lativement a K] 97
по отношению к начальной

позиции [point d'equilibre a

partir de position initiate]
17, 27

типа Sg [point d'equilibre
de type $] 97

— сильного равновесия [point
d'equilibre fort] 96

—

в-равновесия [point de e-equi-
libre] 28
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Транзитивное замыкание

отображения [fermeture transitive
duplication] 25

Трансферабельность [transfera-
bilite] 92, 95

Угроза [menace] 94
Улучшаемая точка [point

ameliorable] 95
Упорядоченная игра [jeu ordon-

пё] 15, 63
cm ходами [jeu ordonne a

m mouvements] 15
— форма игры [forme ordonnee

de jeu] 63

Фундаментальная теорема для

игр с почти полной

информацией [theoreme fondamental
pour jeux avec information

presque complete] 70

Функция Гранди [fonction de

Grundy] 34
— наилучшего выигрыша

[fonction de meilleur gain] 20
— предпочтения [fonction de

preference] 12, 53
— строго наилучшего выигрыша

[fonction de meilleur gain
fort] 20

— Шепли [fonction de Shapley]
107

Характеристическая мера игры

[mesure caracteristique de

|eu] 101

Характеристическая функция
игры [fonction caracteristique
de jeu] 99

Ход [trait] 12, 53

Цикл [cycle] 25, 65

—, порожденный множеством

позиций [cycle engendre par
ensemble des positions] 25

Циклическая последовательность

игры [suite cyclique dejeu]30

Чистое множество [ensemble
pur] 18

Шахматы [jeu des echecs] 13, 24,
31, 33

Эквивалентность [equivalence] 11
— игр [equivalence des jeux]

57, 103
— информационных схем

[equivalence des schemas d'infor-

mation] 69
/i-набор [/i-tuple] 11
Р-насыщенная точка [point P-sa-

ture] 96
Г-замкнутое Множество

[ensemble Г-ferme] 19
Г-конечная.Игра [jeu Г-fini] 29
Г-устойчивО£ множество

[ensemble Г-stable] 18
Г'-конечная игра [jeu T"-fini] 29
Г+-конечная игра [jeu r + -fini] 29
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